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INÉGALITÉ D’INDICE DE HODGE EN GÉOMÉTRIE ET

ARITHMÉTIQUE : UNE APPROCHE PROBABILISTE

par Huayi Chen

Résumé. — En utilisant l’approche probabiliste en géométrie arithmétique, nous donnons une
nouvelle démonstration de l’inégalité d’indice de Hodge pour les R-diviseurs adéliques, et nous
proposons une nouvelle voie pour sa généralisation au cas de dimension supérieure.

Abstract (Hodge index inequality in geometry and arithmetic : a probabilistic approach)
By using the probabilistic approach in arithmetic geometry, one gives a new proof of the

Hodge index inequality for adelic R-divisors, and proposes a new way of generalizing it to higher
dimensional case.
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Introduction

L’inégalité d’indice de Hodge, qui prédit la signature de la forme quadratique in-
duite par le produit d’intersection sur le groupe de Picard d’une surface projective,
est un résultat fondamental de la géométrie algébrique. L’analogue de ce théorème
en géométrie arithmétique a été démontré par Faltings [15] et Hriljac [20], puis par
Moriwaki [27] dans le cas de dimension supérieure, et adapté dans le cadre adélique
par Yuan et Zhang [39]. La version arithmétique du résultat est étroitement liée à
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la conjecture standard arithmétique. On renvoie les lecteurs à [23, 27] pour plus de
détails, voir aussi [4] pour une application de l’inégalité d’indice de Hodge aux théo-
rèmes de Lefschetz arithmétiques sur une surface arithmétique. Dans la littérature, de
nombreuses démonstrations du théorème d’indice de Hodge ont été proposées, dont
la plupart font intervenir le théorème de Riemann-Roch. La version arithmétique du
théorème à la Faltings et Hriljac utilise en outre le plongement de la surface arithmé-
tique – qui est une courbe projective sur un corps de nombres – dans sa jacobienne,
ainsi que la hauteur de Néron-Tate.

Les nombres d’intersection en géométrie algébrique sont analogues aux volumes
mixes en géométrie convexe. En particulier, le théorème d’indice de Hodge peut être
interprété comme une conséquence de l’inégalité de Brunn-Minkowski pour la fonction
volume. Cette analogie est rendue encore plus claire par la théorie des corps d’Okoun-
kov établie par plusieurs auteurs comme Okounkov [29], Lazarsfeld et Mustaţǎ [25],
Kaveh et Khovanskii [22]. Dans le cadre de la géométrie d’Arakelov, deux analogues
arithmétiques des corps d’Okounkov ont été proposés. L’approche de Yuan [37] repose
sur la construction de corps d’Okounkov par rapport à la fibre de la variété au-dessus
d’une place finie ; tandis que celle de [7, 5] utilise les R-filtrations pour ramener le
problème arithmétique à une famille de problèmes géométriques sur la fibre générique
de la variété arithmétique.

Dans la littérature, les résultats obtenus par les corps d’Okounkov arithmétiques,
comme par exemple l’inégalité de Brunn-Minkowski et l’approximation de Fujita
arithmétiques, présentent une forme similaire aux résultats classiques. Cependant,
la structure relative (à une courbe arithmétique) des variétés arithmétiques fournit
plus d’information géométrique et devrait conduire à des résultats plus fins. Le but
de cet article est d’expliquer ce phénomène par une démonstration élémentaire d’une
version relative du théorème d’indice de Hodge dans les cadres géométrique et arith-
métique, dont la version arithmétique est équivalente au théorème de Faltings-Hriljac.
On démontrera en fait une inégalité de nature probabiliste dans un cadre très géné-
ral de systèmes linéaires gradués filtrés (cf. théorème 3.3). Cette inégalité est valable
en toute dimension, et indique une nouvelle voie pour la généralisation de l’inégalité
d’indice de Hodge au cas de dimension supérieure.

Pour rendre la présentation des résultats et de la méthode plus claire, on se place
d’abord dans le cadre géométrique et de dimension relative 1, où on considère une
surface projective S sur un corps de base k, munie d’un k-morphisme projectif et plat π
vers une courbe projective régulière C sur Spec k. Rappelons qu’une version classique
de l’inégalité d’indice de Hodge prédit que, si L et M sont deux fibrés inversibles
amples sur S, alors la relation

(1) deg(c1(L)c1(M))2 > deg(c1(L)2) · deg(c1(M)2),

est satisfaite. On peut réécrire cette inégalité sous la forme

(2) vol(L⊗M) > (vol(L)1/2 + vol(M)1/2)2,
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où le volume d’un fibré inversible A sur S est défini par

vol(A) := lim sup
n→+∞

rgk(H0(S,A⊗n))

n2/2
,

qui est égal au nombre d’auto-intersection c1(A)2 lorsque A est ample – c’est une
conséquence du théorème de Riemann-Roch asymptotique et du théorème d’annihi-
lation de Serre (voir [24, Cor. 1.4.41] pour une démonstration). La formule (2), qui
est appelée inégalité de Brunn-Minkowski, est valable dans le cas plus général où les
fibrés inversibles L et M sont gros, c’est-à-dire de volume strictement positif.

Remarquons que l’information du k-morphisme π : S → C n’est utilisée ni dans
l’inégalité d’indice de Hodge (1) ni dans l’inégalité de Brunn-Minkowski (2). Avec
cette structure supplémentaire, on établit dans cet article des inégalités plus fines que
l’inégalité (1), qui prennent en compte de la structure relative de π. Plus précisément,
on introduit un nouvel invariant volπχ(.) relativement à π pour les fibrés inversibles
dont les fibres génériques sont amples. Si L est un OS-module inversible, alors le
faisceau image direct π∗(L) est un fibré vectoriel sur C. Dans le cas où la restriction
de L à la fibre générique de π est ample, on définit

(3) volπχ(L) := lim sup
n→+∞

χ(π∗(L
⊗n))

n2/2
,

où χ(.) est la caractéristique d’Euler-Poincaré, qui est définie sur l’ensemble des fi-
brés vectoriels sur C. La limite supérieure dans la définition est en fait une limite
(cf. la proposition 4.4). C’est un invariant géométrique qui généralise naturellement
le nombre d’auto-intersection des faisceaux inversibles amples (voir [38, § 8.2] pour
l’avatar de cet invariant dans le cadre arithmétique). En effet, si L est un OS-module
inversible ample, alors pour tout entier n suffisamment positif, π∗(L⊗n) est de pente
minimale strictement positive. Cela peut être considéré comme un analogue dans le
cadre des corps de fonctions d’un résultat de Zhang [40, Th. 4.2]. Le théorème de
Riemann-Roch pour la courbe C conduit donc à la relation suivante

(4) volπχ(L) = vol(L) = c1(L)2,

en utilisant [9, Lem. 2.2] pour comparer le degré et la dimension de l’espace des sections
globales d’un fibré vectoriel sur C sous la condition que la pente minimale du fibré
vectoriel est strictement positive. En outre, si L est un fibré inversible sur S, on désigne
par dπ(L) le degré du tiré en arrière de L sur la normalisation de la fibre générique
de S relativement au morphisme π. L’entier dπ(L) est appelé le degré générique de L
relativement au morphisme π. L’application dπ(.) définit en fait un morphisme de
groupes de Pic(S) vers Z. Dans le cas où dπ(L) > 0, la restriction de L à la fibre
générique est ample, et on a dπ(L) = deg(c1(L|Sη )) = vol(L|Sη ), où η désigne le point
générique de C. On établira dans cet article le résultat suivant (voir le théorème 4.7
infra).

Théorème 0.1. — Soient k un corps et π : S → C un k-morphisme projectif et plat
d’une surface S sur k vers une courbe projective régulière C sur k. Si L et M sont
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deux fibrés inversibles sur S dont les degrés génériques sont strictement positif, alors
on a

(5)
volπχ(L⊗M)

dπ(L) + dπ(M)
>

volπχ(L)

dπ(L)
+

volπχ(M)

dπ(M)
.

En utilisant la relation (4), on déduit du théorème 0.1 le résultat suivant, qui
implique l’inégalité d’indice de Hodge (1) via l’inégalité arithmético-géométrique.

Corollaire 0.2. — Avec les notations du théorème 0.1, si L et M sont deux fibrés
inversibles amples sur S, alors on a

(6) 2 deg(c1(L)c1(M)) >
dπ(M)

dπ(L)
deg(c1(L)2) +

dπ(L)

dπ(M)
deg(c1(M)2).

Pour tout fibré inversible gros L sur S, on définit d+
π (L) comme la borne supérieure

des dπ(A), où A est un élément du groupe de Picard à coefficients dans Q d’une
modification birationnelle S′ de S tel que A soit ample et que ν∗(L)−A soit effectif,
où ν : S′ → S désigne le morphisme structurel, qui est projectif et birationnel. On
obtient alors du théorème précédent, en utilisant le théorème d’approximation de
Fujita [16, 34], le résultat suivant.

Corollaire 0.3. — Avec les notations du théorème 0.1, si L et M sont deux fibrés
inversibles gros sur S, alors on a

(7) vol(L⊗M)

d+
π (L) + d+

π (M)
>

vol(L)

d+
π (L)

+
vol(M)

d+
π (M)

.

Une fois encore on peut déduire facilement de (7) l’inégalité de Brunn-Minkowski.
De façon similaire, l’inégalité (6) conduit à une forme forte d’inégalité isopérimétrique
sous la forme d’une minoration du produit d’intersection positif.

L’inégalité (6) peut être démontrée directement en utilisant un analogue dans le
cadre de la géométrie arithmétique sur les corps de fonctions du théorème de Faltings-
Hriljac (cf. la remarque 4.10). La méthode de démonstration adoptée ici, qui fait
intervenir la corrélation de variables aléatoires à valeurs dans des corps convexes, fait
partie des nouveautés introduites dans cet article. Elle donne aussi de nouvelles idées
pour généraliser l’inégalité (5) au cas de dimension supérieure. En effet, en utilisant
l’approche probabiliste en géométrie arithmétique développée dans [8], à tout fibré
inversible L sur S tel que dπ(L) > 0, on peut attacher une fonction continue GπL(.)
sur le corps d’Okounkov ∆(Lη) de la fibre générique de L (qui est égale à [0, dπ(L)]

puisque Sη est une courbe). Le quotient volπχ(L)/dπ(L) peut alors être interprété
comme une espérance E[GπL(ZπL)], où ZπL est une variable aléatoire à valeurs dans
∆(Lη) = [0, dπ(L)], qui est uniformément distribuée. Il s’avère que la relation de
sur-additivité

∀ (x, y) ∈ ∆(Lη)×∆(Mη), GπL⊗M (x+ y) > GπL(x) +GπM (y)

est satisfaite. Le point clé de la démonstration du théorème 0.1 consiste à construire
une structure de corrélation entre les variables aléatoires ZπL et ZπM , de telle sorte
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que ZπL + ZπM soit uniformément distribuée (cela est toujours possible dans le cas
de dimension 1, cf. la proposition 2.5). Ainsi ZπL + ZπM a la même loi que ZπL⊗M .
L’inégalité (5) résulte donc de la relation

E[GπL⊗M (ZπL + ZπM )] > E[GπL(ZπL) +GπM (ZπM )] = E[GπL(ZπL)] + E[GπM (ZπM )].

En s’appuyant sur cette idée, on introduit un cadre probabiliste pour les corps
convexes et on établit un théorème d’indice de Hodge abstrait dans la deuxième
section (voir le théorème 2.3 infra).

Théorème 0.4. — Soient ∆1 et ∆2 deux corps convexes dans Rd, G1, G2 et G trois
fonctions mesurables sur ∆1, ∆2 et ∆1+∆2 respectivement, qui sont bornées supérieu-
rement. On suppose que la fonction G est positive et que, pour tout (x, y) ∈ ∆1×∆2,
l’inégalité G(x+ y) > G1(x) +G2(y) est satisfaite. Alors on a

(8)
∫

∆1+∆2
G(x) dx

vold(∆1 + ∆2)
> ρ(∆1,∆2)−1

(∫
∆1
G1(x) dx

vold(∆1)
+

∫
∆2
G2(x) dx

vold(∆2)

)
,

où ρ(∆1,∆2) est l’indice de corrélation défini au paragraphe 2.1, et vold désigne la
mesure de Lebesgue sur Rd.

Dans le théorème, la constante ρ(∆1,∆2) mesure la différence minimale entre la
loi de la somme de deux variables aléatoires uniformément distribuées dans ∆1 et ∆2

respectivement, et la loi uniforme sur la somme de Minkowski ∆1 + ∆2.
Dans la troisième section, on applique le théorème 0.4 aux systèmes linéaires gra-

dués filtrés pour obtenir une version géométrique de l’inégalité (8) (voir le théorème
3.3 infra). C’est dans la quatrième et dernière section que l’on établit l’inégalité d’in-
dice de Hodge arithmétique pour les R-diviseurs adéliques et une généralisation au
cas de dimension supérieure (cf. les théorèmes 4.12 et 4.16).

Théorème 0.5. — Soient K un corps de nombres et X un schéma projectif et intègre
sur SpecK. Soient D et E deux R-diviseurs adéliques sur X tels que D et E soient
des R-diviseurs gros.

(1) On suppose que X est une courbe ou les classes d’équivalence linéaire de D
et E sont colinéaires. Alors

v̂olχ(D + E)

vol(D + E)
>

v̂olχ(D)

vol(D)
+

v̂olχ(E)

vol(E)
.

(2) On suppose que D et E sont gros. Alors on a

v̂ol(D + E) >
d! vold(∆+(D) + ∆+(E))

ρ(∆+(D),∆+(E))

( v̂ol(D)

vol+(D)
+

v̂ol(E)

vol+(E)

)
.

Dans l’énoncé du théorème, v̂ol et v̂olχ sont respectivement les fonctions de volume
et χ-volume arithmétiques, et ∆+ désigne l’opérateur de corps d’Okounkov pour la
partie positive de R-diviseur adélique (cf. § 4.4 pour ces notations).

Comme conséquence, on obtient le résultat suivant, dont le deuxième énoncé est le
théorème de Faltings-Hriljac.
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236 H. Chen

Corollaire 0.6. — Soient K un corps de nombres et X un schéma projectif et intègre
sur SpecK. Soit P un R-diviseur adélique intégrable sur X.

(1) On suppose que P est un R-diviseur principal. Si E est un R-diviseur adélique
sur X tel que E et E+P soient tous relativement numériquement effectifs, alors on a

d+1∑
i=2

(
d+ 1

i

)
d̂eg(P i · Ed+1−i) 6 0,

où d est la dimension du schéma X.
(2) On suppose que X est une courbe. Si P est relativement numériquement effectif

et si deg(P ) = 0, alors on a d̂eg(P 2) 6 0.

Ces résultats indiquent une nouvelle voie dans l’étude des invariants arithmétiques
et ouvrent des perspectives de recherche résumées à la fin de l’article.
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1. Notions et rappels

1.1. Corps convexes. — Soit d > 1 un entier. Par corps convexe dans Rd, on entend
un sous-ensemble convexe et compact ∆ de Rd dont l’intérieur est non vide. Si ∆1

et ∆2 sont deux corps convexes dans Rd, leur somme de Minkowski est définie comme
le sous-ensemble

∆1 + ∆2 = {x+ y : x ∈ ∆1, y ∈ ∆2}

de Rd. C’est aussi un corps convexe dans Rd. On désigne par Cd l’ensemble des corps
convexes dans Rd.

1.2. Systèmes linéaires gradués. — Soient K un corps et X un schéma projectif et
intègre sur SpecK. Soit K(X) le corps des fonctions rationnelles sur X. On entend
par système linéaire de X tout sous-espace K-vectoriel de rang fini de K(X). Par
exemple, si D est un diviseur de Cartier sur X (ou plus généralement un Q-diviseur
ou un R-diviseur sur X), alors l’espace vectoriel H0(D) défini par

H0(D) := {f ∈ K(X)× |D + div(f) > 0} ∪ {0}

est un système linéaire de X.
On appelle système linéaire gradué de X toute sous-K-algèbre graduée V• de⊕
n∈NK(X) (vue comme une algèbre de polynôme à coefficients dans K(X)) telle

que Vn soit un système linéaire de X pour tout n ∈ N. On dit qu’un système linéaire
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gradué V• de X est de type fini s’il est une K-algèbre de type fini. En particulier, si D
est un diviseur de Cartier (resp. Q-diviseur, R-diviseur) sur X, alors

V•(D) :=
⊕
n∈N

H0(nD)

est un système linéaire gradué de X, appelé le système linéaire gradué total de D.
Il est de type fini lorsque D est un diviseur de Cartier ample.

Soit V• un système linéaire gradué de X. On appelle sous-système linéaire gra-
dué de V• toute sous-K-algèbre graduée de V•. On dit qu’un système linéaire gra-
dué V• de X contient un Q-diviseur ample s’il existe un Q-diviseur ample A tel que
H0(nA) ⊂ Vn pour n suffisamment positif. Cela revient à dire que Vn 6= {0} pour n
suffisamment positif et il existe un diviseur de Cartier ample A et un entier p > 1 tels
que H0(nA) ⊂ Vpn pour tout entier n > 1 (cf. [25, Déf. 2.9]).

On renvoie les lecteurs au livre de Lazarsfeld [24] pour une présentation détaillée
sur les diviseurs et leurs systèmes linéaires (gradués).

1.3. Fonction volume. — Soient d > 1 un entier et X un schéma projectif et intègre
de dimension d sur un corps K. Si V• est un système linéaire gradué de X, on définit
le volume de V• par

vol(V•) := lim sup
n→+∞

rgK(Vn)

nd/d!
∈ [0,+∞].

Si V• est le système linéaire gradué total d’un diviseur de Cartier (resp. Q-diviseur,
R-diviseur) D, son volume est noté vol(D), et D est dit gros lorsque vol(D) > 0.
La fonction D 7→ vol(D) est invariante sous l’équivalence numérique et induit une
fonction sur l’espace vectoriel de Néron-SeveriN1(X)R (cf. [24, Cor. 2.2.45]). En outre,
si D est numériquement effectif, alors vol(D) est égal au nombre d’auto-intersection
deg(Dd) (cf. [24, Cor. 1.4.41]). En particulier, si V• contient un Q-diviseur ample,
alors on a vol(V•) > 0 ; si V• est un sous-système linéaire gradué d’un système linéaire
gradué de type fini, alors on a vol(V•) < +∞. Enfin, si D est gros, alors son système
linéaire gradué total V•(D) contient un Q-diviseur ample.

Soient L un OX -module inversible, s0 une section rationnelle non nulle de L,
et D = div(s0) le diviseur de Cartier associé à s0. Alors l’application de H0(D)

vers H0(X,L) qui envoie f ∈ H0(D) sur fs0 est un isomorphisme d’espaces vecto-
riels sur K. En outre, on a un isomorphisme de K-algèbres graduées de V•(D) vers⊕

n∈NH
0(X,L⊗n) qui envoie f ∈ H0(nD) sur fs⊗n0 . On définit le volume de L par

vol(L) := lim sup
n→+∞

rgK(H0(X,L⊗n))

nd/d!
,

qui est égal au volume de D. Le OX -module inversible L est dit gros si vol(L) > 0.

1.4. Corps d’Okounkov. — Soient d > 1 un entier etX un schéma projectif et intègre
sur un corps K. On désigne par S (X) l’ensemble des systèmes linéaires gradués V•

deX qui sont des sous-systèmes linéaires gradués d’un système linéaire gradué de type
fini (cela revient à dire que V• est un système linéaire gradué d’un diviseur de Cartier),
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et qui contiennent un Q-diviseur ample. On peut montrer que, si V• et W• sont deux
systèmes linéaires gradués dans S (X), alors V• ·W• :=

⊕
n∈N Vn ·Wn appartient à

S (X) aussi, où Vn ·Wn désigne le sous-espace k-vectoriel de K(X) engendré par les
fonctions rationnelles de la forme fg avec f ∈ Vn et g ∈Wn.

La construction des corps d’Okounkov consiste en une application ∆ de l’ensemble
S (X) vers l’ensemble Cd des corps convexes dans Rd, qui satisfait aux propriétés
suivantes :

(a) pour tout système linéaire gradué V• ∈ S (X), vol(V•) = d! vold(∆(V•)), où
vold désigne la mesure de Lebesgue sur Rd ;

(b) si V• est un système linéaire gradué de X et si m est un entier, m > 1, alors
on a ∆(V (m)

• ) = m∆(V•), où V (m)
• :=

⊕
n∈N Vnm ;

(c) si V• et W• sont deux systèmes linéaires gradués dans S (X) tels que V• soit
un sous-système linéaire gradué de W•, alors on a ∆(V•) ⊂ ∆(W•) ;

(d) si V• et W• sont deux systèmes linéaires gradués dans S (X), alors on a
∆(V•) + ∆(W•) ⊂ ∆(V• ·W•).

L’existence d’une telle application ∆ a été démontrée par Kaveh et Khovanskii [22],
et Lazarsfeld et Mustaţǎ [25] respectivement. Elle n’est cependant pas unique et sa
définition dépend de différents choix non intrinsèques selon les auteurs. Par exemple,
la construction de Lazarsfeld et Mustaţǎ dépend du choix d’un drapeau de sous-
schémas fermés intègres passant par un point régulier, dont les idéaux forment une
suite régulière de l’anneau local deX en ce point régulier ; celle de Kaveh et Khovanskii
repose sur le choix d’une relation d’ordre monomiale sur Nd et d’une valuation de
K(X) à valeurs dans Nd. Ces choix imposent au k-schéma d’être géométriquement
intègre. Cette condition peut cependant être omise, en utilisant des techniques de
multiplicités locales. On renvoie les lecteurs à [11] pour les détails.

1.5. Langage probabiliste. — Dans cet article, on utilise le langage de la théorie
des probabilités (variable aléatoire, espérance etc.). On fixe un espace de probabilité
(Ω,G ,P) et on suppose que toutes les variables aléatoires dans l’article sont définies
sur cet espace de probabilité. On s’intéresse surtout aux lois des variables aléatoires
à valeurs dans des corps convexes ou, de façon équivalente, à des mesures de proba-
bilités boréliennes sur des corps convexes. L’utilisation du langage probabiliste sert à
simplifier les arguments et à rendre les démonstrations plus claires.

Soit d > 0 un entier. On rappelle qu’une variable aléatoire à valeurs dans Rd

est par définition une application mesurable de Ω vers Rd, où on considère la tribu
borélienne sur Rd. Étant donnée une variable aléatoire Z à valeurs dans Rd, sa loi de
probabilité νZ est définie comme l’image directe de la mesure de probabilité P par Z.
En d’autres termes, pour toute fonction borélienne bornée f sur Rd, on a∫

Rd
f(x) νZ(dx) = E[f(Z)].

On dit aussi que Z suit la loi de probabilité νZ . Si la mesure νZ est absolument
continue par rapport à la mesure de Lebesgue vold, on dit que la loi de probabilité
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de Z admet une densité. La dérivée de Radon-Nikodym de νZ par rapport à vold est
appelée la densité de Z.

Soit Z = (Z1, Z2) un couple de variables aléatoires qui sont toutes deux à valeurs
dans Rd. Les lois de probabilités de Z1 et Z2 sont appelées lois marginales de Z. Si
on considère Z comme une variable aléatoire à valeurs dans R2d, sa loi de probabilité
est appelée la loi jointe du couple (Z1, Z2).

On suppose que l’espace de probabilité (Ω,G ,P) est assez grand pour modéliser
toutes les mesures de probabilité boréliennes sur les espaces vectoriels de rang fini.
Autrement dit, on suppose que, pour tout entier d > 1 et toute mesure de probabilité
borélienne ν sur Rd, il existe une variable aléatoire à valeurs dans Rd dont la loi de
probabilité s’identifie à ν. En particulier, si µ et ν sont des mesures de probabilités
boréliennes sur Rd, pour toute mesure de probabilité borélienne λ sur Rd×Rd dont les
deux projections sont µ et ν respectivement, il existe un couples de variables aléatoires
Z = (Z1, Z2) dont la loi jointe est λ (les deux lois marginales du couple Z sont donc µ
et ν respectivement).

Soient d > 1 un entier et ∆ un corps convexe dans Rd. On appelle loi uniforme
sur ∆ la mesure de probabilité borélienne

1l∆
vold(∆)

vold,

où vold est la mesure de Lebesgue sur Rd. Si Z est une variable aléatoire qui suit la loi
uniforme sur ∆, on dit que Z est uniformément distribuée dans ∆. Dans ce cas-là, Z
est presque sûrement égale à une variable aléatoire à valeurs dans ∆.

2. Indice de corrélation de corps convexes

Dans ce paragraphe, on considère deux corps convexes ∆1 et ∆2 dans un espace
euclidien Rd, où d ∈ N, d > 1. On se pose la question suivante. Étant données
deux variables aléatoires Z1 et Z2 qui sont uniformément distribuées dans ∆1 et ∆2

respectivement, la somme Z1 + Z2 peut-elle être uniformément distribuée dans la
somme de Minkowski ∆1 + ∆2 ? Si ce n’est pas le cas, quelle est la structure de
corrélation optimale entre les variables aléatoires Z1 et Z2 de sorte que la somme
Z1 + Z2 soit la plus uniforme possible ? Pour mieux comprendre ce problème, on
introduit un invariant numérique pour le couple (∆1,∆2), appelé indice de corrélation
entre les corps convexes ∆1 et ∆2.

2.1. Définition de l’indice de corrélation. — Soit (∆1,∆2) un couple de corps
convexes dans Rd. On désigne par A (∆1,∆2) la collection des mesures de proba-
bilité boréliennes sur ∆1 × ∆2 dont les images directes par les deux projections
∆1 ×∆2 → ∆1 et ∆1×∆2 → ∆2 sont les lois uniformes sur ∆1 et ∆2 respectivement.
En d’autres termes, A (∆1,∆2) est l’ensemble de toutes les lois jointes possibles de
couples de variables aléatoires (Z1, Z2) dont les lois marginales sont les lois uniformes
sur ∆1 et ∆2 respectivement. Pour toute mesure ν ∈ A (∆1,∆2), on désigne par ρ(ν)
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la valeur

ρ(ν) := sup
f

∫
∆1×∆2

f(x+ y) ν(dx,dy)∫
∆1+∆2

f(z) η(dz)
,

où f parcourt l’ensemble des fonctions boréliennes positives non η-négligeables sur la
somme de Minkowski ∆1 + ∆2 := {x + y |x ∈ ∆1, y ∈ ∆2}, η étant la loi uniforme
sur ∆1 + ∆2. Dans le cas où ρ(ν) < +∞, l’image directe de la mesure ν par la somme
de Minkowski est absolument continue par rapport à η, et ρ(ν) est égal au supremum
η-essentiel de sa dérivée de Radon-Nikodym par rapport à η. Si (Z1, Z2) est un couple
de variables aléatoires à valeurs dans ∆1 ×∆2 qui suit la loi jointe ν et si Z est une
variable aléatoire à valeurs dans ∆1 + ∆2 qui suit la loi uniforme, alors l’inégalité

E[f(Z1 + Z2)] 6 ρ(ν)E[f(Z)]

est satisfaite pour toute fonction borélienne et positive f sur ∆1 + ∆2. En particulier,
si on prend f comme la fonction constante 1, on obtient la relation ρ(ν) > 1.

Remarque 2.1. — En utilisant un argument de classes monotones, on peut montrer
que, pour vérifier la relation ρ(ν) 6 a, où a > 1, il suffit de montrer que

(9) E[f(Z1 + Z2)] 6 aE[f(Z)]

pour toute fonction continue et positive f sur ∆1 + ∆2. En effet, on désigne par H

la famille des fonctions boréliennes, bornées et positives sur ∆1 + ∆2 qui vérifient la
relation (9). D’après le théorème de convergence dominée, la famille H est stable par
convergence (simple) uniformément bornée. Si elle contient la famille C de toutes les
fonctions continues et positives sur ∆1 + ∆2, qui satisfait aux conditions (1)–(3) du
lemme A.1, alors le lemme montre que H contient toute fonction borélienne, bornée
et positive sur ∆1 + ∆2.

Définition 2.2. — Soit (∆1,∆2) un couple de corps convexes dans Rd. On dit qu’une
mesure de probabilité ν ∈ A (∆1,∆2) est minkowskienne si ρ(ν) = 1, ou de façon
équivalente, pour tout couple de variables aléatoires (Z1, Z2) à valeurs dans ∆1 ×∆2

qui suit la loi jointe ν, la somme Z1+Z2 suit la loi uniforme sur la somme de Minkowski
∆1 + ∆2. On définit en outre l’indice de corrélation entre ∆1 et ∆2 par

ρ(∆1,∆2) := inf
ν∈A (∆1,∆2)

ρ(ν).

On voit aussitôt que, s’il existe une mesure minkowskienne dans A (∆1,∆2), alors
on a ρ(∆1,∆2) = 1. La réciproque de cet énoncé est aussi vraie. En effet, d’après le
théorème de Prokhorov, l’espace P(∆1×∆2) des mesures de probabilité boréliennes
sur ∆1 ×∆2, muni de la topologie de convergence étroite (c’est-à-dire la topologie la
moins fine qui rend continue toute application de la forme ν 7→

∫
∆1×∆2

f dν, où f

parcourt l’ensemble des fonctions continues sur ∆1 ×∆2), est un espace topologique
séparable, métrisable et compact (voir [12, III.54–60] pour les détails). L’ensemble
A (∆1,∆2) est un sous-espace fermé de P(∆1×∆2), donc est compact. L’application
ρ : A (∆1×∆2)→ [1,+∞] s’écrit comme la borne supérieure d’une famille de fonctions
continues, donc est une fonction semi-continue inférieurement. En particulier, elle
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atteint sa valeur minimale sur A (∆1,∆2). On en déduit que, si ρ(∆1,∆2) = 1, alors
il existe une mesure minkowskienne dans la famille A (∆1,∆2).

2.2. Inégalité d’indice de Hodge pour les corps convexes. — On établit dans ce
paragraphe une version de l’inégalité d’indice de Hodge dans le cadre de la géométrie
convexe.

Théorème 2.3. — Soient ∆1 et ∆2 deux corps convexes dans Rd, G1, G2 et G trois
fonctions mesurables sur ∆1, ∆2 et ∆1+∆2 respectivement, qui sont bornées supérieu-
rement. On suppose que la fonction G est positive et que, pour tout (x, y) ∈ ∆1×∆2,
l’inégalité G(x+ y) > G1(x) +G2(y) est satisfaite. Alors on a

(10)
∫

∆1+∆2
G(x) dx

vold(∆1 + ∆2)
> ρ(∆1,∆2)−1

(∫
∆1
G1(x) dx

vold(∆1)
+

∫
∆2
G2(x) dx

vold(∆2)

)
,

où vold désigne la mesure de Lebesgue sur Rd, et l’expression simplifiée dx signifie
vold(dx).

Démonstration. — Soient ν une mesure de probabilité dans A (∆1,∆2) et (Z1, Z2) un
couple de variables aléatoires à valeurs dans ∆1×∆2 dont la loi de probabilité jointe
est ν. Soit en outre Z une variable aléatoire qui est uniformément distribuée dans
∆1 + ∆2. Comme la fonction G est borélienne, positive et bornée, on a

E[G(Z1 + Z2)] 6 ρ(ν)E[G(Z)].

En outre, par l’hypothèse de sur-additivité des fonctions G, G1 et G2, on a

G(Z1 + Z2) > G1(Z1) +G2(Z2),

d’où
E[G(Z1 + Z2)] > E[G1(Z1)] + E[G2(Z2)].

Comme les lois marginales du couple (Z1, Z2) sont des lois uniformes, on obtient∫
∆1+∆2

G(x) dx

vold(∆1 + ∆2)
> ρ(ν)−1

(∫
∆1
G1(x) dx

vold(∆1)
+

∫
∆2
G2(x) dx

vold(∆2)

)
.

Enfin, quitte à prendre la borne supérieure du terme à droite de l’inégalité, où ν

parcourt l’ensemble A (∆1,∆2), on obtient l’inégalité (10). �

Remarque 2.4. — Dans le cas où il existe une mesure minkowskienne dans A (∆1,∆2),
l’hypothèse de positivité pour la fonction G dans la proposition précédente peut être
omise. En effet, dans ce cas-là on peut effectivement choisir un couple (Z1, Z2) de
variables aléatoires à valeurs dans ∆1 ×∆2 dont les lois marginales sont uniformes,
et tel que Z1 + Z2 suive la loi uniforme sur ∆1 + ∆2. L’inégalité (10) résulte donc
directement de la relation

E[G(Z1 + Z2)] > E[G1(Z1)] + E[G2(Z2)].
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2.3. Majorations de l’indice de corrélation. — Pour les applications du théorème
2.3, il est important de déterminer si un couple (∆1,∆2) de corps convexes admet
une mesure minkowskienne et, en cas d’absence de mesure minkowskienne, de ma-
jorer l’indice de corrélation. La proposition suivante implique que, dans le cas où la
dimension de l’espace euclidien est 1, tout couple de corps convexes admet une mesure
minkowskienne.

Proposition 2.5. — Soient ∆1 et ∆2 deux corps convexes dans Rd. S’il existe r > 0

et y ∈ Rd tels que ∆2 = {rx+ y |x ∈ ∆1}, alors il existe une mesure minkowskienne
dans A (∆1,∆2). En particulier, tout couple de corps convexes dans R admet une
mesure minkowskienne.

Démonstration. — Soit Z une variable aléatoire à valeurs dans ∆1 qui suit la loi
uniforme sur ∆1. Alors rZ + y suit la loi uniforme sur ∆2. De plus, la somme
Z + (rZ + y) = (r + 1)Z + y suit la loi uniforme sur la somme de Minkowski ∆1+∆2.
On obtient donc que la loi jointe du couple (Z, rZ+y) est une mesure minkowskienne
pour (∆1,∆2).

Dans le cas où d = 1, les corps convexes dans R sont des intervalles fermés et
bornés, donc sont proportionnels à translation près. Le résultat montré plus haut est
donc valable dans ce cas-là. �

Soit (d1, . . . , dn) une famille finie d’entiers > 1. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, soient ∆(i)

un corps convexe dans Rdi et η(i) la loi uniforme sur ∆(i). Alors la mesure de pro-
babilité produit η(1) ⊗ · · · ⊗ η(n) est la loi uniforme sur le corps convexe produit
∆(1) × · · · ×∆(n). On en déduit le résultat suivant.

Proposition 2.6. — Soient (d1, . . . , dn) une famille finie d’entiers > 1 et d la somme
des d1, . . . , dn. Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, soient (∆

(i)
1 ,∆

(i)
2 ) un couple de corps convexes

dans Rdi , et ν(i) un élément de A (∆
(i)
1 ,∆

(i)
2 ). Soient en outre

∆j = ∆
(1)
j × · · · ×∆

(n)
j , j = 1, 2,

et ν = ν(1) ⊗ · · · ⊗ ν(n). Alors on a ν ∈ A (∆1,∆2) et

(11) ρ(ν) =

n∏
i=1

ρ(ν(i)).

En particulier, on a

ρ(∆1,∆2) 6
n∏
i=1

ρ(∆
(i)
1 ,∆

(i)
2 ).

Enfin, si chacun des couples (∆
(i)
1 ,∆

(i)
2 ) admet une mesure minkowskienne, il en est

de même de (∆1,∆2).

Démonstration. — L’image directe de ν sur ∆j par la projection∆1 × ∆2 → ∆j

(j = 1, 2) s’identifie au produit des images directes de ν(i) sur ∆
(i)
j par la projec-

tion ∆
(i)
1 × ∆

(i)
2 → ∆

(i)
j (i ∈ {1, . . . , n}), qui est égale à la loi uniforme sur ∆j . On
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obtient donc ν ∈ A (∆1,∆2). Si (fi)
n
i=1 est une famille de fonctions, où fi est une

fonction continue sur ∆
(i)
1 + ∆

(i)
2 , et si f : ∆1 + ∆2 → R est définie par

∀ z = (z1, . . . , zn) ∈ ∆1 + ∆2, f(z1, . . . , zn) = f1(z1) · · · fn(zn),

alors on a ∫
∆1+∆2

f(z) ν(dz) =

n∏
i=1

∫
∆

(i)
1 +∆

(i)
2

fi dν(i)

et ∫
∆1×∆2

f(x + y) η(dx,dy) =

n∏
i=1

∫
∆

(i)
1 ×∆

(i)
2

fi(xi + yi) η
(i)
1 (dxi)⊗ η(i)

2 (dyi),

où η(i)
j (j ∈ {1, 2} et i ∈ {1, . . . , n}) est la loi uniforme sur ∆

(i)
j et η est la loi uniforme

sur ∆1 ×∆2. On en déduit donc

ρ(ν) >
n∏
i=1

ρ(ν(i)).

En outre, le théorème de Fubini montre que l’inégalité∫
∆1×∆2

f(x + y) η(dx,dy) 6

( n∏
i=1

ρ(ν(i))

)
·
∫

∆1+∆2

f(z) ν(dz)

est satisfaite pour toute fonction continue positive f sur ∆1 + ∆2. On obtient donc
l’égalité (11), qui implique les deux derniers énoncés. �

Soit (∆1,∆2) un couple de corps convexes dans Rd. L’existence d’une mesure
minkowskienne dans A (∆1,∆2) entraîne que le centre de gravité de la somme de
Minkowski ∆1 + ∆2 coïncide avec la somme des centres de gravité de ∆1 et de ∆2.
En effet, si (Z1, Z2) est un couple de variables aléatoires à valeurs dans ∆1×∆2 dont
la loi jointe est une mesure minkowskienne, alors la relation E[Z1+Z2] = E[Z1]+E[Z2]

donne l’énoncé plus haut sur les centres de gravité. Cependant, cet énoncé n’est pas
toujours vrai lorsque d > 2, cf. [17, p. 83] pour un contre-exemple. Il est donc in-
téressant d’étudier les majorations de l’indice de corrélation ρ(∆1,∆2). Le choix de
la mesure produit ν0 ∈ A (∆1,∆2) des lois uniformes sur ∆1 et ∆2 donne déjà une
majoration non triviale. Ce problème est étroitement lié au contrôle de l’entropie de
la somme de variables aléatoires. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans Rd dont
la loi de probabilité admet une densité f (voir § 1.5 pour la définition). L’entropie
de X est définie par

h(X) := −E[log f(X)],

pourvu que l’espérance figurant dans la formule soit bien définie. On définit l’entropie
exponentielle de X par

H(X) := exp(2h(X)/d).

L’inégalité de Shannon dans la théorie de l’information [32] montre que, si X et Y
sont deux variables aléatoires indépendantes à valeurs dans Rd, alors on a

(12) H(X + Y ) > H(X) +H(Y ),
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pourvu que les entropies exponentielles soient bien définies. On renvoie les lecteurs
à [33] pour une démonstration de cette inégalité. Dans le cas où la variable aléa-
toire X est à valeurs dans un corps convexe ∆ ⊂ Rd, l’entropie de X est majorée
par ln(vold(∆)) (où vold est la mesure de Lebesgue sur Rd), et l’égalité est atteinte
lorsque X est uniformément distribuée. Plus généralement, l’entropie et le supremum
essentiel de la densité d’une variable aléatoire sont proches lorsque la densité est log-
concave. En utilisant cette propriété, Bobkov et Madiman [3] ont obtenu un encadre-
ment de la norme L∞ de la densité de la somme de variables aléatoires indépendantes
qui sont uniformément distribuées dans des corps convexe.

Proposition 2.7. — Soient ∆1 et ∆2 deux corps convexes dans Rd. On a

(13) ρ(∆1,∆2) 6

(
2d

d

)
.

Démonstration. — Soient Z1 et Z2 deux variables aléatoires indépendantes qui sont
uniformément distribuées dans les corps convexes ∆1 et ∆2 respectivement. La loi de
la variable aléatoire somme Z1 + Z2 admet une densité p(.) par rapport à la mesure
de Lebesgue, qui s’identifie à la convolution des densités des lois uniformes sur ∆1

et ∆2 respectivement. En d’autres termes, pour tout y ∈ Rd, on a

p(y) =
1

vold(∆1)vold(∆2)

∫
Rd

1l∆1
(x)1l∆2

(y − x) dx =
vold(∆1 ∩ (y −∆2))

vold(∆1)vold(∆2)
.

D’après l’inégalité de Rogers-Shephard (cf. [30, (14)], voir aussi [3, (4.3)]), on a

∀ y ∈ Rd, p(y) 6

(
2d

d

)
.

Par la définition de ρ(∆1,∆2), on obtient

ρ(∆1,∆2) 6 ρ(ν) = sup
y∈Rn

p(y),

d’où le résultat. �

Remarque 2.8. — Si on compare les démonstrations des propositions 2.5 et 2.7, on
constate que le choix d’une structure de corrélation forte devrait conduire à une
meilleure estimation pour l’indice de corrélation ρ(∆1,∆2). Cette observation est
confirmée par un résultat de [10] sur l’entropie maximale de la somme de deux va-
riables aléatoires qui suivent la même loi. Il est envisageable que l’étude sur l’entropie
maximale de la somme de variables aléatoires dépendantes conduira à des majorations
de l’indice de corrélation de deux corps convexes, qui sont meilleures que l’inégalité
(13). On conjecture que ρ(∆1,∆2) est borné supérieurement par d+ 1.

3. Systèmes linéaires filtrés et inégalité d’indice de Hodge

Dans cette section, on établit une inégalité d’indice de Hodge dans le cadre de sys-
tèmes linéaires gradués filtrés. On fixe un corps K et un schéma projectif et intègre X
sur SpecK dont la dimension de Krull d est supposée être > 1.
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3.1. Systèmes linéaires gradués et filtrés. — Soit V un espace vectoriel de rang
fini sur K. Par R-filtration sur V , on entend une famille (F tV )t∈R de sous-espaces
K-vectoriels de V indexée par R, qui satisfait aux conditions suivantes :

(a) F t(V ) = {0} pour t suffisamment positif,
(b) F t(V ) = V pour t suffisamment négatif,
(c) la fonction t 7→ rgK(F t(V )) est localement constante à gauche.
On dit que la filtration F est triviale si Ft(V ) = {0} lorsque t > 0, et Ft(V ) = V

lorsque t 6 0. Si F est une R-filtration sur V , on définit

(14) emax(V,F ) := sup{t ∈ R |F t(V ) 6= {0}}

comme le plus grand point de saut de la filtration. Si l’espace vectoriel V est non nul,
la dérivée au sens des distributions de la fonction

(t ∈ R) 7−→ 1− rgK(F t(V ))

rgK(V )

définit une mesure de probabilité borélienne sur R, notée ν(V,F).
Soient D un R-diviseur (de Cartier) sur X et V• un système linéaire gradué de D,

qui contient un Q-diviseur ample. On suppose donnée, pour chaque entier n > 0, une
R-filtration F sur Vn. On convient que la filtration sur V0 est triviale et on suppose
en outre que la famille de filtrations F sur V• est multiplicative, autrement dit, pour
tous n,m ∈ N et t1, t2 ∈ R, on a

(F t1Vn)(F t2Vm) ⊂ F t1+t2Vn+m.

Pour tout nombre réel t, les espaces vectoriels V tn := FntVn forment un système
linéaire gradué de D

V t• :=
⊕
n>0

V tn.

En particulier, la suite (emax(Vn,F ))n>0 est sur-additive. On définit

emax(V•,F ) := sup
n>1

emax(Vn,F )

n
= lim
n→∞

emax(Vn,F )

n
,

où l’égalité provient du fait que Vn 6= {0} pour n suffisamment grand. On peut consi-
dérer emax(V•,F ) comme un seuil de trivialité pour la famille des systèmes linéaires
gradués (V t• )t∈R. En effet, quand t > emax(V•,F ), par définition on a V tn = {0} pour
tout n ∈ N, n > 1. En revanche, lorsque V• contient un Q-diviseur ample, il est
démontré dans [5, Lem. 1.5] que, pour tout nombre réel t < emax(V•,F ), le système
linéaire gradué V t• contient un Q-diviseur ample.

Par la construction des corps d’Okounkov que l’on a rappelée au paragraphe 1.4, on
obtient une famille décroissante (∆(V t• ))t∈R de parties convexes et compactes de Rd

(si t > emax(V•,F ), par convention ∆(V t• ) := ∅). De plus, pour tous t1, t2 ∈ R et
tout λ ∈ [0, 1], on a

λ∆(V t1• ) + (1− λ)∆(V t2• ) ⊂ ∆(V λt1+(1−λ)t2
• ).
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On suppose désormais que emax(V•,F ) < +∞ et que V• contient un Q-diviseur
ample. La transformée concave de F est définie comme la fonction G(V•,F) de ∆(V•)

vers R telle que
G(V•,F)(x) := sup{t ∈ R |x ∈ ∆(V t• )}.

C’est une fonction concave et semi-continue supérieurement sur ∆(V•), qui est à va-
leurs réelles et continue sur ∆(V•)◦. En outre, on a G(V•,F) 6 emax(V•,F ).

On rappelle un théorème de limite pour les systèmes linéaires gradués et filtrés
comme la suite. Ce résultat a été établi dans [5] (voir le théorème 1.11 de loc. cit.
pour une démonstration). Ici on donne une reformulation de ce résultat en utilisant
le langage probabiliste.

Théorème 3.1. — Soient X un schéma projectif et intègre de dimension d > 1 sur un
corps K, qui admet un point rationnel régulier, et D un R-diviseur de Cartier sur X.
Soit V• un système linéaire gradué de D, qui contient un diviseur ample, et est muni
d’une famille multiplicative de filtrations F telle que emax(V•,F ) < +∞. Pour tout
entier n > 1, soit Yn une variable aléatoire dont la loi de probabilité est ν(Vn,F). Alors
la suite de variables aléatoires (Yn/n)n>1 converge en loi vers la mesure de probabilité
ν(V•,F) qui est l’image directe de la loi uniforme sur ∆(V•) par la transformation
concave G(V•,F).

Rappelons qu’une suite de variables aléatoires (Zn)n>1 converge en loi vers une
mesure limite ν si, pour toute fonction borélienne et bornée sur R on a

lim
n→+∞

E[h(Zn)] =

∫
R
h(x) ν(dx).

On peut montrer que, dans le cas de la convergence en loi de la suite (Zn)n>1, cette
égalité est satisfaite plus généralement pour toute fonction borélienne et bornée h
sur R dont l’ensemble des points de discontinuité est négligeable par rapport à la
mesure limite ν. On renvoie les lecteurs à [12, Chap. III, Cor. 57] pour les détails.

Bien que la construction des corps d’Okounkov ne soit pas intrinsèque, et dépende
de différents choix selon les approches, la loi de probabilité limite ν(V•,F) est intrin-
sèque. En effet, si Z(V•,F) est une variable aléatoire qui suit la loi ν(V•,F), alors on a

P(Z(V•,F) > t) =
vol(V t• )

vol(V•)
=

vold(∆(V t• ))

vold(∆(V•))
,

où vold est la mesure de Lebesgue sur Rd. On définit le volume arithmétique et le
χ-volume arithmétique du système linéaire gradué filtré (V•,F ) par

v̂ol(V•,F ) := (d+ 1)vol(V•)E[max(Z(V•,F), 0)](15)

v̂olχ(V•,F ) := (d+ 1)vol(V•)E[Z(V•,F)].(16)

Dans le cas où la filtration F provient d’une structure de R-diviseur arithmétique
adélique sous forme de filtration par minima, v̂ol(V•,F ) et v̂olχ(V•,F ) correspondent
aux volume arithmétique et χ-volume arithmétique du R-diviseur arithmétique (voir
la proposition 4.4 et le lemme 4.11 pour plus de détails).
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Le théorème de limite 3.1 conduit naturellement au corollaire suivant.

Corollaire 3.2. — Avec les notations et sous les hypothèses du théorème 3.1, on a

v̂ol(V•,F ) = (d+ 1)!

∫
∆(V 0

• )

G(V•,F)(x) dx,(17)

v̂olχ(V•,F ) = (d+ 1)!

∫
∆(V•)

G(V•,F)(x) dx.(18)

3.2. Inégalité d’indice de Hodge. — Soient U•, V• etW• trois systèmes linéaires gra-
dués de R-diviseurs sur X, contenant des Q-diviseurs amples. On suppose que chacun
des systèmes linéaires gradués est muni d’une famille multiplicative de R-filtrations F .
Le but de ce sous-paragraphe est de montrer le résultat suivant.

Théorème 3.3. — Si emax(W•,F ) < +∞ et si la condition suivante est satisfaite :

(19) ∀ (a, b) ∈ R2, ∀n ∈ N, F a(Un) ·F b(Vn) ⊂ F a+b(Wn),

alors on a

(20) v̂ol(W•,F ) >
vold(∆(U0

• ) + ∆(V 0
• ))

ρ(∆(U0
• ),∆(V 0

• ))

( v̂ol(U•,F )

vold(∆(U0
• ))

+
v̂ol(V•,F )

vold(∆(V 0
• ))

)
.

Si le couple de corps convexes (∆(U•),∆(V•)) admet une mesure minkowskienne et si
la relation ∆(W•) = ∆(U•) + ∆(V•) est satisfaite, alors on a

(21) v̂olχ(W•,F )

vol(W•)
>

v̂olχ(U•,F )

vol(U•)
+

v̂olχ(V•,F )

vol(V•)
.

Démonstration. — On peut supposer que U•, V• etW• sont tous des systèmes linéaires
gradués d’un même diviseur de Cartier. La condition (19) implique que Un ·Vn ⊂Wn

pour tout entier n > 0. On obtient donc ∆(U•) + ∆(V•) ⊂ ∆(W•). En outre, encore
par la condition (19) on a

∀ (a, b) ∈ R2, ∆(Ua• ) + ∆(V b• ) ⊂ ∆(W a+b
• ).

On en déduit

∀ (x, y) ∈ ∆(U•)×∆(V•), G(W•,F)(x+ y) > G(U•,F)(x) +G(V•,F)(y).

Les inégalités (20) et (21) résultent du théorème 2.3 (voir aussi la remarque 2.4) et
du corollaire 3.2. �

4. Applications

Dans cette section, on développe des applications du théorème 3.3 dans le cadre
arithmétique. On fixe un corps global K. Rappelons que K est soit un corps de
nombres soit le corps des fonctions rationnelles sur une courbe projective régulière C
sur un corps de base k.
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4.1. Rappels sur les fibrés adéliques. — On désigne par MK l’ensemble des places
de K. Chaque élément v ∈ MK est une classe d’équivalence de valeurs absolues non
triviales sur K (deux valeurs absolues sont équivalentes si elles induisent la même
topologie sur K). Pour toute place v ∈MK , on choisit une valeur absolue |.|v dans la
classe v comme suit. Si K est un corps de nombres, on choisit la valeur absolue |.|v
qui prolonge la valeur absolue usuelle sur Q ou une valeur absolue p-adique (avec
|p|v = p−1) et on note nv = [Kv : Qv] ; si K = k(C) est un corps de fonction,
alors v correspond à un point fermé x de C, on choisit |.|v comme e−ordx(·) et on note
nv = [k(x) : k]. Rappelons la formule du produit :

(22) ∀ a ∈ K r {0},
∏

v∈MK

|a|nvv = 1.

On rappelle la notion de fibré adélique introduite par Gaudron [18]. On appelle
fibré adélique sur K tout espace vectoriel E de rang fini sur K, muni d’une famille de
normes (‖.‖v)v∈MK

, où ‖.‖v est une norme sur E ⊗K Kv, Kv étant le complété de K
par rapport à |.|v, qui satisfait aux conditions suivantes :

(a) la norme ‖.‖v est ultramétrique lorsque |.|v est non archimédienne ;
(b) il existe une base (ei)

r
i=1 de E sur K et un sous-ensemble fini S de MK tels

que, pour toute place v ∈MK r S et tout (a1, . . . , ar) ∈ Kv, on ait

‖a1e1 + · · ·+ arer‖v = max
i∈{1,...,r}

|ai|v.

Soit E = (E, (‖.‖v)v∈MK
) un fibré adélique sur K. Pour tout s ∈ E, s 6= 0, on

définit
d̂eg(s) := −

∑
v∈MK

nv ln ‖s‖v,

appelé degré d’Arakelov de s. Cette fonction induit une R-filtration F (appelée R-
filtration par minima) sur l’espace vectoriel E par la formule

∀ t ∈ R, F t(E) = VectK({s ∈ E : d̂eg(s) > t}).

Les points de saut de cette R-filtration sont les minima successifs (logarithmiques) à
la Thunder [35] : pour tout i ∈ {1, . . . , rgK(E)}, on note

λi(E) := sup{t ∈ R : rgK(F t(E)) > i}.

Si E 6= {0}, on désigne par ZE une variable aléatoire réelle dont la fonction de
répartition est

∀ t ∈ R, P(ZE > t) =
rgK(F t(E))

rgK(E)
.

La loi de probabilité de cette variable aléatoire est

1

rg(E)

rg(E)∑
i=1

δλi(E),

où, pour tout t ∈ R, δt désigne la mesure de Dirac en {t}.
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Dans le cas où K = k(C) est un corps de fonction, à tout fibré vectoriel E sur C, on
peut naturellement associer un fibré adélique sur K dont l’espace vectoriel sous-jacent
est la fibre générique E = E ⊗OC K de E . En effet, pour tout point fermé x de C
(vu comme une place de K), la structure de OC-module de E induit une norme ‖.‖E ,x
sur E ⊗K Kx de sorte que

∀ s ∈ E ⊗K Kx, ‖s‖E ,x = inf{|a|x : a−1s ∈ E ⊗OC Ox},

où Ox est l’anneau de valuation de Kx. Rappelons que le degré de E , défini par
deg(E ) := deg(c1(E ) ∩ [C]), peut être calculé en termes du fibré adélique associé :
on a

deg(E ) = −
∑
v∈MK

nv ln ‖e1 ∧ · · · ∧ er‖v,det,

où ‖.‖v,det est la norme déterminant associée à ‖.‖v. D’après un résultat de Roy et
Thunder [31, Th. 2.1], il existe une constante α(C) > 0, qui ne dépend que de la
courbe C, telle que

(23)
rgK(E)∑
i=1

λi(E) 6 deg(E ) 6
rgK(E)∑
i=1

λi(E) + α(C) rgK(E),

où la première inégalité provient de l’inégalité d’Hadamard. On peut en déduire l’en-
cadrement suivant de h0(E ) := rgk(H0(C,E )) (voir [9, Prop. 8.1 & Th. 2.4]) : il existe
une constante β(C) > 0 telle que

(24)
∣∣∣∣h0(E )−

rgK(E)∑
i=1

max(λi(E), 0)

∣∣∣∣ 6 β(C) rgK(E).

On suppose que K est un corps de nombres. Étant donné un fibré adélique E =

(E, (‖.‖v)v∈MK
) sur K, on définit

(25) ĥ0(E) := ln
(

card
{
s ∈ E : sup

v∈MK

‖s‖v 6 1
})

et

(26) d̂eg(E) := −
∑
v∈MK

nv ln ‖s1 ∧ · · · ∧ sr‖v,det,

où (si)
r
i=1 est une base de E sur K, et ‖.‖v,det est la norme déterminant de ‖.‖v (pour

tout η ∈ det(EKv ), on a ‖η‖v,det = inf{‖s1‖v · · · ‖sr‖v : s1∧· · ·∧sr = η}). D’après le
deuxième théorème de Minkowski et le théorème de Riemann-Roch pour les courbes
arithmétiques dû a Gillet et Soulé (cf. [19, Prop. 6 & Th. 1]), on obtient

(27)
∣∣∣∣ d̂eg(E)−

rgK(E)∑
i=1

λi(E)

∣∣∣∣ = O(rgK(E) ln(rgK(E)))

et

(28)
∣∣∣∣ĥ0(E)−

rgK(E)∑
i=1

max(λi(E), 0)

∣∣∣∣ = O(rgK(E) ln(rgK(E))),
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où les constantes implicites ne dépendent que du corps K et de l’ensemble (fini) des
places v telles que la norme ‖.‖v soit non pure (i.e. l’image de ‖.‖v n’est pas contenue
dans celle de |.|v).

4.2. Inégalité d’indice de Hodge arithmétique. — Dans ce paragraphe, on applique
le théorème 3.3 aux systèmes linéaires gradués en fibrés adéliques. On fixe un schéma
projectif et intègre X sur SpecK. Rappelons que S (X) désigne l’ensemble des sys-
tèmes linéaires gradués deX qui sont des sous-systèmes linéaires gradués d’un système
linéaire gradué de type fini, et qui contiennent un Q-diviseur ample (cf. § 1.4).

Définition 4.1. — On appelle système linéaire gradué en fibrés adéliques de X toute
donnée V• d’un système linéaire gradué V• ∈ S (X) muni de structures de fibré
adélique (‖.‖Vn,v)v∈MK

sur Vn, n ∈ N, qui satisfont aux conditions suivantes :
(a) pour tous (n,m) ∈ N2, v ∈MK , sn ∈ Vn ⊗K Kv et sm ∈ Vm ⊗K Kv, on a

‖snsm‖Vn+m,v 6 ‖sn‖Vn,v · ‖sm‖Vm,v;

(b) λ1(V n) = O(n) lorsque n→ +∞.

Soit V• un système linéaire gradué en fibrés adéliques de X. Pour tout entier n > 1

tel que Vn 6= {0}, soit ZVn une variable aléatoire dont la loi de probabilité est

1

rgK(Vn)

rgK(Vn)∑
i=1

δλi(V ),

où pour tout t ∈ R, δt désigne la mesure de Dirac en {t}. Il s’avère que les R-filtrations
par minima sur les Vn satisfont aux conditions du théorème 3.1. On déduit donc du
théorème que la suite de variables aléatoires ( 1

nZVn)n>1, Vn 6={0} converge en loi vers
une mesure de probabilité limite sur R. On utilise l’expression ZV•

pour désigner une
variable aléatoire qui suit cette loi limite.

Définition 4.2. — Soit V• un système linéaire gradué en fibrés adéliques de X. On
définit le volume arithmétique et le χ-volume arithmétique de V• par

v̂ol(V•) := (d+ 1) vol(V•)E[max(ZV•
, 0)],(29)

v̂olχ(V•) := (d+ 1) vol(V•)E[ZV•
].(30)

Rappelons que ces nombres correspondent à ceux dans les formules (15) et (16) si on
considère les R-filtrations par minima. Si v̂ol(V•) > 0, on dit que le système linéaire
gradué en fibrés adéliques V• est gros. Dans le cas où V• est gros, par [5, Lem. 1.6]
on obtient que le système linéaire gradué V 0

• :=
⊕

n∈N F 0Vn appartient à la famille
S (X), où on considère les R-filtrations par minima sur les Vn. On désigne par ∆+(V•)

son corps d’Okounkov.

On déduit du théorème 3.3 le résultat suivant, qui peut être considéré comme une
inégalité d’indice de Hodge pour les systèmes linéaires gradués en fibrés adéliques.
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Théorème 4.3. — Soient U•, V• et W• trois systèmes linéaires gradués en fibrés adé-
liques de X tels que Un ·Vn ⊂Wn pour tout n ∈ N. On suppose que, pour tous n ∈ N,
v ∈MK , sn ∈ Un ⊗K Kv et s′n ∈ Vn ⊗K Kv, on a

(31) ‖sns′n‖Wn,v 6 ‖sn‖Un,v · ‖s′n‖Vn,v.

Alors on a

(32) v̂ol(W•) >
vold(∆+(U•) + ∆+(V•))

ρ(∆+(U•),∆+(V•))

( v̂ol(U•)

vold(∆+(U•))
+

v̂ol(V•)

vold(∆+(V•))

)
.

Si le couple de corps convexes (∆(U•),∆(V•)) admet une mesure minkowskienne et si
la relation ∆(W•) = ∆(U•) + ∆(V•) est satisfaite, alors on a

(33) v̂olχ(W•)

vol(W•)
>

v̂olχ(U•)

vol(U•)
+

v̂olχ(V•)

vol(V•)

Démonstration. — Si on munit les systèmes linéaires gradués U•, V• et W• des
R-filtrations par minima, l’inégalité (31) entraîne (19). Les inégalités (32) et (33)
découlent donc de (20) et (21) respectivement. �

4.3. Applications : cas de corps de fonctions. — Dans cette sous-section, on sup-
pose queK est le corps des fonctions rationnelles sur une courbe projective régulière C
sur un corps de base k. Soit π : X → C un k-morphisme projectif et plat de schémas,
où X est un k-schéma intègre. Si L est un OX -module inversible, on désigne par LK

la restriction de L à la fibre générique de π. Soit d la dimension relative de π, qui
est supposée être > 1 (la dimension de X est donc d+ 1).

Soit L un OX -module inversible. Quitte à choisir une section rationnelle non
nulle s0 de LK , on peut identifier H0(XK ,LK) à un système linéaire de XK , où
toute section globale s ∈ H0(XK ,LK) correspond à la fonction rationnelle s/s0.
En outre, comme π est un morphisme projectif et plat, l’image directe π∗(L ) est
un fibré vectoriel sur C, qui induit une structure de fibré adélique sur H0(XK ,LK).
De façon similaire, pour tout entier n ∈ N, le fibré vectoriel π∗(L ⊗n) induit une
structure de fibré adélique sur H0(XK ,L

⊗n
K ) (vu comme un système linéaire de XK

via la section rationnelle s⊗n0 de XK). Il s’avère que, si LK est gros, alors le système
linéaire gradué

⊕
n∈NH

0(XK ,L
⊗n
K ) muni de ces structures de fibré adélique forme

un système linéaire gradué en fibrés adéliques de XK , noté V•(L ) (voir [5, Prop. 2.6]
pour la vérification de la condition (b) dans la définition 4.1). Les inégalités (23) et
(24) conduisent au résultat suivant.

Proposition 4.4. — Soit L un OX -module inversible tel que LK soit gros. Alors on a

(34) v̂ol(V•(L )) = vol(L ), v̂olχ(V•(L )) = lim
n→+∞

deg(π∗(L ⊗n))

nd+1/(d+ 1)!
,

où d est la dimension relative de π.
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Démonstration. — D’après les inégalités (23) et (24), on a∣∣∣∣ h0(π∗(L ⊗n))

nh0(XK ,L
⊗n
K ))

− 1

n
E
[

max
(
ZVn(L ), 0

)]∣∣∣∣ = O
( 1

n
log(h0(XK ,L

⊗n
K ))

)
,(35) ∣∣∣∣ deg(π∗(L ⊗n))

nh0(XK ,L
⊗n
K ))

− 1

n
E
[
ZVn(L )

]∣∣∣∣ = O
( 1

n
log(h0(XK ,L

⊗n
K ))

)
,(36)

où h0(XK ,L
⊗n
K ) := rgK(H0(XK ,L

⊗n
K )). Soit ZL une variable aléatoire dont la

loi de probabilité est la limite de la suite ( 1
nZVn(L ))n>1. La condition (b) dans la

définition 4.1 montre que la variable aléatoire ZL est presque sûrement bornée supé-
rieurement. En outre, le résultat de [21] adapté au cadre des corps de fonctions montre
que ZL est aussi presque sûrement bornée inférieurement. Par passage à la limite dans
les formules (35) et (36) quand n tend vers l’infini, on obtient les égalités (34). �

Définition 4.5. — Soit L un OX -module inversible tel que LK soit gros. On définit

volπχ(L ) := lim
n→+∞

deg(π∗(L ⊗n))

nd+1/(d+ 1)!
= lim
n→+∞

χ(π∗(L ⊗n))

nd+1/(d+ 1)!
,

appelé χ-volume de L relativement à π, où la dernière égalité provient du théorème
de Riemann-Roch sur la courbe C. En outre, si L est ample relativement à π, alors le
théorème de Riemann-Roch-Grothendieck appliqué à π montre que volπχ(L ) s’identifie
au nombre d’auto-intersection c1(L )d+1.

Remarque 4.6. — Soit L un OX -module inversible tel que LK soit gros. Pour tout
entier n > 1 on a volπχ(L ⊗n) = nd+1 volπχ(L ). En outre, de manière analogue à la
fonction volume, pour tout OX -module inversible M , on a

lim
n→+∞

1

nd+1
volπχ(L ⊗n ⊗M ) = volπχ(L ).

On en déduit l’égalité volπχ(L ) = c1(L )d+1 lorsque L est numériquement effec-
tif relativement à π (c’est-à-dire que, pour tout élément M ∈ Pic(X)Q qui est
ample relativement à π, le produit tensoriel L ⊗M l’est aussi). En particulier, on a
volπχ(L ) = c1(L )d+1 = vol(L ) lorsque L est numériquement effectif et gros (voir
aussi [26]).

Le résultat suivant est une application du théorème 4.3.

Théorème 4.7. — Soient L et M deux OX -modules dont les fibres génériques sont
gros. On suppose que, ou bien X est une surface projective, ou bien les classes de
LK et MK dans Pic(XK)Q sont colinéaires, alors on a

(37)
volπχ(L ⊗M )

vol(LK ⊗MK)
>

volπχ(L )

vol(LK)
+

volπχ(M )

vol(MK)
.

Démonstration. — Chacune des deux conditions assure (pour différentes raisons) que
le couple (∆(LK),∆(MK)) admet une mesure minkowskienne et que

∆(LK) + ∆(MK) = ∆(LK ⊗MK).
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Dans le cas où les classes de LK et MK dans Pic(XK)Q sont colinéaires, cela provient
de la propriété (b) de la construction des corps d’Okounkov. Dans le cas où d = 1, la
fibre générique XK est une courbe projective sur K. Comme le volume est invariant
par les modifications birationnelles, on obtient que la fonction vol(.) est additive sur
le cône des faisceaux inversibles gros dans Pic(XK). En effet, si ν : X̃K →XK est la
normalisation de la courbe XK , alors pour tout OXK

-module inversible gros N on a
vol(N) = vol(ν∗(N)) = deg(ν∗(N)). En outre, les corps convexes dans R sont des
intervalles fermés et bornés. Donc les relations ∆(LK) + ∆(MK) ⊂ ∆(LK ⊗MK)

et vol(LK) + vol(MK) = vol(LK ⊗MK) entraînent l’égalité ∆(LK) + ∆(MK) =

∆(LK ⊗MK). �

Dans le cas où les OX -module inversible L et M sont numériquement effectifs
relativement à π, l’inégalité (37) peut être réécrite sous la forme

(38) c1(L ⊗M )d+1

c1(LK ⊗MK)d
>
c1(L )d+1

c1(LK)d
+
c1(M )d+1

c1(MK)d
.

Quitte à remplacer M par M⊗n et examiner le comportement asymptotique de
l’inégalité lorsque n→ +∞, on obtient

(39) (d+ 1)c1(L )c1(M )d >
c1(MK)d

c1(LK)d
c1(L )d+1 + d

c1(LK)c1(MK)d−1

c1(MK)d
c1(M )d+1.

Cette inégalité est en fait équivalente à (38). Pour retrouver (38), il suffit d’appliquer
(39) à (d + 1)c1(L )c1(L ⊗M )d et (d + 1)c1(M )c1(L ⊗M )d respectivement, et
puis prendre la somme. L’avantage de cette reformulation est qu’elle reste invariante
lorsque l’on remplace L et M par leurs puissances tensorielles (d’exposant arbitraire)
respectivement. Dans le cas où LK = MK , ou d = 1 et deg(c1(LK)) = deg(c1(MK)),
l’inégalité (39) se réduit à

(40) (d+ 1)c1(L )c1(M )d > c1(L )d+1 + dc1(M )d+1.

On obtient alors les résultats suivants, qui sont équivalents à l’inégalité (39) dans les
cas où d > 1 et d = 1 respectivement.

Corollaire 4.8. — Soit P un OX -module inversible. On suppose que la restriction
de P à XK est trivial. Alors pour tout OX -module inversible M tel que M et M⊗P

soient tous relativement numériquement effectifs, on a

(41)
d+1∑
i=2

(
d+ 1

i

)
c1(P)ic1(M )d+1−i 6 0.

Démonstration. — Soit L = M⊗P. On a LK = MK . Donc l’inégalité (40) conduit à

(d+ 1)c1(M ⊗P)c1(M )d > c1(M ⊗P)d+1 + dc1(M )d+1,

qui implique (41). �

Corollaire 4.9. — On suppose que X est une surface. Si P est un OX -module
inversible tel que deg(c1(P|XK

)) = 0. Alors on a deg(c1(P)2) 6 0.
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Démonstration. — Soient M un OX -module inversible tel que deg(c1(M |XK
)) > 0,

et L = P ⊗M . On a deg(c1(L |XK
)) > 0. L’inégalité (40) conduit à

2 deg(c1(L )c1(M )) > deg(c1(L )2) + deg(c1(M )2),

d’où deg(c1(P)2) 6 0. �

Remarque 4.10. — On suppose que X est une surface. Il est possible de démontrer le
corollaire 4.9 directement, en s’appuyant sur une reformulation dans le cadre des corps
de fonctions des méthodes de Faltings [15] et Hriljac [20] et en utilisant le plongement
de XK dans sa jacobienne et la hauteur de Néron-Tate. Un des rapporteurs a proposé
une approche plus géométrique pour démontrer directement le corollaire 4.9 dans le
cas où le corps de base est de caractéristique 0 (cela fournit aussi une autre preuve
pour l’inégalité (38) car elle est équivalente au corollaire 4.9), que je cite ci-dessous.

Soient η le point générique de C et η le point géométrique de C correspondant
à η. Soit g le genre de Xη. Quitte à faire un changement de base par une k-courbe
projective régulière qui est finie sur C, on peut supposer qu’il existe un OX -module
inversible E tel que deg(c1(Eη)) = g − 1. D’après [14, Prop. 5.15], pour un élément
générique Q ∈ Pic0(Xη), on a

H0(Xη,Eη ⊗Q) = H1(Xη,Eη ⊗Q) = 0.

En outre, le lieu dans Pic0(Eη ⊗ Q) des OXη
-modules inversibles Eη ⊗ Q tels que

H0(Xη,Eη ⊗Q) 6= 0 correspond au diviseur thêta, qui ne contient qu’un nombre fini
de points rationnels (d’après la conjecture démontrée de Mordell-Lang). Cela montre
que H0(Xη,Eη⊗P⊗n

η ) = 0 pour tout sauf un nombre fini de n ∈ N. De même, par la
dualité de Serre et le fait que deg(Eη) = g− 1, on obtient que H1(Xη,Eη⊗P⊗n

η ) = 0

pour tout sauf un nombre fini de n. On en déduit que, pour tout sauf un nombre fini
de n ∈ N, on a

π∗(E ⊗P⊗n) = 0 et (R1π∗(E ⊗P⊗n))η = 0.

On conclut alors, en utilisant le théorème de Riemann-Roch-Hirzebruch, que
1

2
c1(P)2 = lim

n→+∞

χ(E ⊗P⊗n)

n2

= lim
n→+∞

1

n2

(
χ(π∗(E ⊗P⊗n))− χ(R1π∗(E ⊗P⊗n))

)
= − lim

n→+∞

1

n2
length(R1π∗(E ⊗P⊗n)) 6 0.

Revenons à l’inégalité (37). Il s’avère que cette inégalité reste satisfaite lorsque
l’on multiplie M (ou L ) par le tiré en arrière par π d’un OC-module inversible. En
particulier, pour montrer (37), il suffit de traiter le cas où volχ(L ) = vol(L ) > 0,
volχ(M ) = vol(M ) > 0 et volχ(L ⊗M ) = vol(L ⊗M ) > 0. Par le théorème
d’approximation de Fujita, on peut se ramener au cas où L et M sont numériquement
effectifs, où la preuve comme ci-dessus s’applique (dans le cas des surfaces).

L’approche décrite dans l’article établit un nouveau lien entre des inégalités de
nombres d’intersection et la géométrie convexe. Elle suggère que l’intervention des
corps d’Okounkov permet de raffiner certaines inégalités classiques, et la qualité du
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raffinement dépend du choix de la théorie des corps d’Okounkov (la différence de
ces choix ne fait pas partie du plan de ce travail). Ce phénomène est significatif
notamment quand d > 2 (si d = 1, les corps d’Okounkov sont des intervalles fermés
et bornés et l’application ∆ de corps d’Okounkov transforme le produit tensoriel
en somme de Minkowski). Il est plausible qu’un choix « optimal » de la théorie des
corps d’Okounkov sera découvert, qui conduira à des résultats plus explicites sur la
comparaison des nombres d’intersection en dimension supérieure.

4.4. Applications : cas de corps de nombres. — Dans cette sous-section, on suppose
que K est un corps de nombres et X est un K-schéma projectif et géométriquement
intègre. Pour toute place v ∈MK , on désigne par Xan

v l’espace analytique associé au
Kv-schéma Xv := X ×SpecK SpecKv. Ensemblistement, Xan

v est la limite inductive
du foncteur de la catégorie des extensions valuées de Kv (i.e. extension du corps Kv

muni d’une valeur absolue qui prolonge |.|v). La propriété universelle de la limite
inductive induit une application jv : Xan

v → Xv. La topologie la moins fine sur Xan
v

qui rend continue cette application est appelée topologie de Zariski. Berkovich [2] a
défini une autre topologie, plus fine que la topologie de Zariski comme suit. Si U est
un ouvert du schéma Xv et si f est une fonction régulière sur U , pour tout point
x ∈ Uan = j−1

v (U), la fonction régulière f induit par réduction un élément f(x) dans
le corps résiduel de jv(x) (qui est une extension valuée de Kv). On désigne par |f |v la
fonction sur Uan qui envoie x sur la valeur absolue de f(x). La topologie de Berkovich
est définie comme la topologie la moins fine qui rend continues l’application jv et
toutes les fonctions de la forme |f |v, où f parcourt l’ensemble des fonctions régulières
sur les ouverts de Xv. L’espace Xan

v muni de la topologie de Berkovich est séparé et
compact. On renvoie les lecteurs à l’exposé de Ducros [13] au séminaire de Bourbaki
pour une introduction à la théorie de Berkovich, et à l’ouvrage [2] de Berkovich pour
plus de détails.

On désigne par C 0
Xan
v

le faisceau d’anneaux des fonctions continues sur Xan
v . Soit

Ĉ0(Xan
v ) la limite inductive des C 0

Xan
v

(Uan), où U parcourt l’ensemble ordonné (par
la relation d’inclusion) des ouverts non vides de Xv. Rappelons que, si U est un
ouvert non vide de Xv, alors Uan est dense dans Xan

v pour la topologie de Berkovich.
En particulier, l’homomorphisme canonique C 0

Xan
v

(Uan)→ Ĉ0(Xan
v ) est injectif. Si un

élément de Ĉ0(Xan
v ) appartient à l’image de cet homomorphisme, on dit qu’il s’étend

en une fonction continue sur Uan.
Si f est une fonction régulière sur Xv, elle s’identifie à une fonction régulière sur

un ouvert non vide U de Xv et donc la fonction continue |f |v sur Uan détermine un
élément dans Ĉ0(Xan

v ). Si f est non nulle, quitte à réduire U on peut supposer que
f(x) 6= 0 pour tout x ∈ Uan. Ainsi ln |f |v est une fonction continue sur Uan et donc
détermine un élément de Ĉ0(Xan

v ). On obtient alors un homomorphisme de R(Xv)
×

vers Ĉ0(Xan
v ), où R(Xv) désigne le corps des fonctions rationnelles sur Xv. Cet homo-

morphisme induit un homomorphisme R-linéaire de R(Xv)
×
R := R(Xv)

× ⊗Z R vers
Ĉ (Xan

v ).
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Soit D un R-diviseur sur X. Il induit par changement de corps un R-diviseur Dv

sur Xv. On dit qu’un élément f ∈ R(Xv)
×
R définit Dv sur un ouvert U de Xv si on

peut écrire Dv sous la forme λ1D1 + · · ·+ λnDn, où D1, . . . , Dn sont des diviseurs de
Cartier sur Xv, et s’il existe des éléments f1, . . . , fn de R(Xv)

× tels que fi définisse Di

sur U et que f = fλ1
1 · · · fλnn . On appelle fonction de Green de D en v tout élément

gv ∈ Ĉ0(Xan
v ) tel que, pour tout f ∈ R(Xv)

×
R qui définit Dv sur un ouvert non vide U

de Xv, l’élément gv+ln |f |v s’étende en une fonction continue sur Uan. Rappelons que,
pour toute fonction rationnelle s ∈ H0(Dv), l’élément |s|ve−gv de Ĉ0(Xan

v ) s’étend
en une fonction continue et positive sur Xan

v (cf. [28, Prop. 2.1.3]). On note ‖s‖gv,sup

la valeur maximale de cette fonction. Il s’avère que ‖.‖gv,sup définit une norme sur
H0(D)⊗K Kv.

SoitD un R-diviseur surX. On appellemodèle entier de (X,D) tout couple (X ,D)

où X est un OK-schéma projectif et plat tel que XK = X, ainsi qu’un R-diviseur D

sur X tel que D |X = D, où OK est l’anneau des entiers algébriques dans K. Si x est
un point de Xan

v , alors le corps résiduel κ(x) de jv(x) est canoniquement muni d’une
valeur absolue |.|x qui prolonge |.|v. Lorsque v est une place non archimédienne, on
désigne par κ(x)◦ l’anneau de valuation de κ(x). Le critère valuatif de propreté montre
qu’il existe un unique OK,v-morphisme Specκ(x)◦ →X qui prolonge leK-morphisme
Specκ(x)→ X déterminé par le point x. Dans le cas où jv(x) est en dehors du support
de Dv, le tiré en arrière de D par le morphisme Specκ(x)◦ → X est bien défini. On
désigne par g(X ,D),v(x) sa multiplicité par rapport à l’idéal maximal de κ(x)◦. La
fonction g(X ,D),v, qui est bien définie et continue sur un ouvert Zariski non vide
de Xan

v , détermine un élément de Ĉ0(Xan
v ), qui est une fonction de Green de D en v.

On l’appelle fonction de Green de D en v associée au modèle entier (X ,D).
On travaille dans le cadre des R-diviseurs adéliques développé par Moriwaki [28].

Par R-diviseur adélique sur X, on entend la donnée D = (D, (gv)v∈MK
) d’un

R-diviseur de Cartier D muni d’une famille de fonctions de Green, où chaque gv est
une fonction de Green de D en v. On demande aussi qu’il existe un modèle entier
(X ,D) de (X,D) tel que gv = g(X ,D),v pour toute sauf un nombre fini de v ∈ MK .
Il s’avère que l’espace vectoriel H0(D) muni des normes ‖.‖gv,sup forme un fibré
vectoriel adélique sur K. Rappelons que les volume et χ-volume arithmétiques de D
sont définis par

v̂ol(D) := lim sup
n→+∞

ĥ0(nD)

nd+1/(d+ 1)!

v̂olχ(D) := lim sup
n→+∞

d̂eg(H0(nD), (‖.‖ngv,sup))

nd+1/(d+ 1)!
et

respectivement, où

ĥ0(nD) := ln
(

card
{
s ∈ H0(nD) : sup

v∈MK

‖s‖ngv,sup 6 1
})

d̂eg(H0(nD), (‖.‖ngv,sup)v∈MK
) :=

∑
v∈MK

nv ln ‖s1 ∧ · · · ∧ srn‖ngv,sup,det,et
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(s1, . . . , srn) étant une base de H0(nD). Dans le cas où D est relativement numéri-
quement effectif, i.e. D est numériquement effectif et les fonctions de Green gv sont
pluri-sous-harmoniques (voir [28, § 0.2] pour le cas non archimédien), il résulte du théo-
rème de Hilbert-Samuel arithmétique que v̂olχ(D) s’identifie au nombre d’intersection
d̂eg(Dd+1) (voir [28, § 4.5] pour la définition du nombre d’intersection des R-diviseurs
adéliques). Si de plus la hauteur de tout point algébrique de X par rapport à D est
positive (i.e. D est numériquement effectif), on a d̂eg(Dd+1) = v̂olχ(D) = v̂ol(D). On
renvoie les lecteurs à [28, Th. 5.3.2] pour une démonstration.

Lemme 4.11. — Soit D = (D, (gv)v∈MK
) un R-diviseur adélique tel que D soit

un R-diviseur gros. Soit V•(D) le système linéaire gradué en fibrés adéliques⊕
n∈N(H0(nD), (‖.‖gv,sup)v∈MK

). Alors on a

(42) v̂ol(V•(D)) = v̂ol(D), v̂olχ(V•(D)) = v̂olχ(D).

Démonstration. — Pour tout n ∈ N, soit rn = rgK(H0(nD)) Comme D est un R-divi-
seur gros, on a

rn = vol(D)nd + o(nd) et donc ln(rn) = O(ln(n)), n→ +∞.

En outre, comme les fonctions de Green gv proviennent du même modèle entier de
(X,L) pour toute sauf un nombre fini de places v, il existe un sous-ensemble fini S
de MK tel que la norme ‖.‖ngv,sup soit pure pour tout n ∈ N et toute v ∈ MK r S.
Les égalités (42) résultent donc des estimations (27) et (28). �

De manière analogue au cas des corps de fonctions, le théorème 4.3 conduit au
résultat suivant.

Théorème 4.12. — Soient D et E deux R-diviseurs adéliques sur X tels que D et E
soient des R-diviseurs gros. On suppose que, ou bien X est une courbe projective, ou
bien les classes d’équivalence linéaire de D et E sont colinéaires, alors on a

(43) v̂olχ(D + E)

vol(D + E)
>

v̂olχ(D)

vol(D)
+

v̂olχ(E)

vol(E)
.

Démonstration. — De manière analogue au théorème 4.7, chacune des deux conditions
du théorème montre que le couple (∆(D),∆(E)) admet une mesure minkowskienne et
que ∆(D) + ∆(E) = ∆(D+E). Le théorème 4.12, combiné avec le lemme précédent,
conduit donc à l’inégalité (43). �

Corollaire 4.13. — Soit P un R-diviseur adélique intégrable (c’est-à-dire que P peut
s’écrire comme la différence de deux R-diviseurs adéliques relativement numérique-
ment effectifs) sur X. On suppose que P est un diviseur principal. Alors, pour tout
R-diviseur adélique E tel que E et E+P soient relativement numériquement effectifs,
on a

(44)
d+1∑
i=2

(
d+ 1

i

)
d̂eg(P i · Ed+1−i

) 6 0
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Démonstration. — Soit D = E + P . On applique le théorème 4.12 à D et nE pour
n ∈ N, n > 1. En utilisant la condition que ces R-diviseurs adéliques sont relativement
numériquement effectifs, on obtient
d+1∑
i=0

(
d+ 1

i

)
nd+1−i d̂eg(Di · Ed+1−i) > (n+ 1)d d̂eg(Dd+1) + n(n+ 1)d d̂eg(Ed+1),

qui conduit à (par passage à la limite quand n→ +∞)

(d+ 1) d̂eg(D · Ed) > d̂eg(Dd+1) + d d̂eg(Ed+1).

Comme D = E + P , on obtient

(d+ 1) d̂eg(P · Ed) + (d+ 1) d̂eg(Ed+1) > d̂eg(Dd+1) + d d̂eg(Ed+1),

qui implique que

(d+ 1) d̂eg(P · Ed) > d̂eg(Dd+1)− d̂eg(Ed+1) =
d+1∑
i=1

(
d+ 1

i

)
d̂eg(P i · Ed+1−i).

On en déduit l’inégalité (44). �

Corollaire 4.14. — On suppose que X est une courbe. Si P est un R-diviseur adé-
lique relativement numériquement effectif et si deg(P ) = 0, alors on a d̂eg(P 2) 6 0.

Démonstration. — Soit E un R-diviseur adélique relativement numériquement effectif,
tel que deg(E) > 0. Soit D = E + P . L’inégalité (43) conduit à

d̂eg(D2) + d̂eg(E2) + 2 d̂eg(D · E) > 2(d̂eg(D2) + d̂eg(E2)).

On en déduit

2 d̂eg(E2) + 2 d̂eg(P · E) > 2 d̂eg(E2) + 2 d̂eg(P · E) + d̂eg(P 2),

et donc d̂eg(P 2) 6 0. �

Remarque 4.15. — Dans le corollaire 4.14, on retrouve le résultat principal de Faltings
[15] et Hriljac [20]. En outre, de manière analogue au cas des corps de fonctions (voir
la remarque 4.10), on peut déduire l’inégalité (43) (dans le cas où d = 1) du théorème
d’indice de Hodge à la Faltings-Hriljac, en utilisant le théorème d’approximation de
Fujita arithmétique (cf. [37, 7]).

On conclut ce paragraphe par un analogue du théorème 4.12 pour la fonction
volume. Pour tout R-diviseur adélique D gros (i.e. v̂ol(D) > 0), on note

V 0
• (D) :=

⊕
n∈N

VectK

({
s ∈ H0(nD) : sup

v∈MK

‖s‖ngv,sup 6 1
})
,

et on désigne par ∆+(D) le corps d’Okounkov de ce système linéaire gradué, et par
vol+(D) son volume.

Théorème 4.16. — Soient D et E deux R-diviseurs adéliques gros sur X. On a

(45) v̂ol(D + E) >
d! vold(∆+(D) + ∆+(E))

ρ(∆+(D),∆+(E))

( v̂ol(D)

vol+(D)
+

v̂ol(E)

vol+(E)

)
Démonstration. — Le résultat provient de l’inégalité (32) et du lemme 4.11. �
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4.5. Perspectives. — Les résultats que l’on a présentés permettent d’unifier l’étude
des inégalités d’indice de Hodge dans les cadres géométrique et arithmétique par un
résultat abstrait sur les systèmes linéaires gradués filtrés. La méthode proposée dans
cet article est basée sur la géométrie des corps convexes et a une nature probabiliste.
Le théorème 2.3 sur l’inégalité d’indice de Hodge, dont la démonstration est particu-
lièrement simple, conduit naturellement aux inégalités d’indice de Hodge géométrique
et arithmétique, en s’appuyant sur l’interprétation probabiliste des invariants géomé-
triques. En outre, elle indique une autre voie pour généraliser ces inégalités aux cas
de dimension supérieure, qui ouvre des perspectives de recherche.

(1) Dans le cas des variétés toriques, les corps d’Okounkov correspondent aux po-
lytopes qui définissent des faisceaux inversibles. Il est plus facile de rendre explicites
les corps convexes dans le théorème 4.12. Un critère d’existence de mesure minkows-
kienne pour un couple de polytopes conduira à des inégalités forte sur des nombres
d’intersection arithmétique des diviseurs adéliques toriques, en faisant des liens avec
les résultats de [6].

(2) Il s’avère que l’inégalité (6) est plus fine que l’inégalité d’indice de Hodge
usuelle (1) pour une surface projective (sans structure relativement à une courbe).
Il y a plus de situations où cette inégalité devient une égalité. La démonstration du
théorème 2.3 suggère que la condition d’égalité dans l’inégalité d’indice de Hodge
relative conduit à des contraintes tout à fait intéressantes sur les systèmes linéaires
gradués arithmétiques à examiner dans le futur.

Annexe

Lemme A.1. — Soient Ω un ensemble non vide, C et H deux familles de fonctions
bornées et positives sur Ω telles que C ⊂ H . On suppose que la famille C satisfait
aux conditions suivantes :

(1) la fonction constante 1 appartient à C ,
(2) C est stable par combinaison linéaire à coefficients positifs et par multiplication,
(3) si f et g sont deux éléments de C , alors |f − g| ∈ C .

On suppose de plus que la famille H est stable par convergence uniformément bornée,
autrement dit, pour toute suite uniformément bornée (fn)n∈N de fonctions dans H

qui converge simplement, la limite de la suite appartient à H . Alors la famille H

contient toutes les fonctions bornées, positives et σ(C )-mesurables, où σ(C ) est la
tribu engendrée par C .

Remarque A.2. — Le lemme ressemble beaucoup aux théorèmes de classe mono-
tone classiques sous forme fonctionnelle, et sa démonstration s’inspire des techniques
présentées dans la littérature, notamment [12, I.21–22]. Cependant, dans la majeure
partie de la littérature, la famille C est un espace vectoriel au lieu d’un cône de fonc-
tions positives, et donc ces théorèmes ne peuvent pas être directement appliqués à
la situation décrite dans la remarque 2.1. Bien que le théorème de classe monotone
présenté dans [36, § 2.2] présente une forme similaire au lemme A.1, on ne peut pas
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l’appliquer à la situation de la remarque 2.1 non plus. En effet, le théorème présenté
dans [36] demande que H soit une λ-famille (en particulier, si f et g sont deux fonc-
tions de H telles que f > g, alors f − g ∈ H ). A priori, il n’y a aucune raison que
cette condition soit satisfaite par l’ensemble des fonctions boréliennes et bornées véri-
fiant (9). On est donc obligé d’affaiblir les conditions algébriques sur la famille H et,
en contrepartie, imposer une condition d’invariance par convergence simple, qui est
plus forte que l’invariance par convergence monotone. De plus, le lemme de Zorn in-
tervient dans la démonstration, contrairement à la démonstration de [1, Th. I.3.5] par
exemple, où il y a une condition algébrique supplémentaire sur la famille H (espace
vectoriel sur R).

Démonstration du lemme A.1. — On désigne par Θ la collection des sous-ensembles H ′

de H qui contient C et qui satisfont aux conditions (1)–(3) dans l’énoncé du lemme.
La collection Θ est non vide puisque C ∈ Θ. Elle est en outre ordonnée par la relation
d’inclusion. Si Θ0 est un sous-ensemble de Θ qui est totalement ordonné, alors la
réunion des ensembles dans Θ0 est un élément de Θ, donc est un majorant de Θ0

dans Θ. Par le lemme de Zorn, il existe un élément H0 ∈ Θ qui est maximal pour la
relation d’inclusion. Cette maximalité montre aussi que la famille H0 est stable par
convergence uniformément bornée. En outre, la condition (3) montre que, si f et g
sont deux fonctions dans H0, alors

f ∧ g := min(f, g) =
f + g − |f − g|

2
∈H0.

Soit F la famille des sous-ensembles A de Ω tels que 1lA ∈ H0. Alors F est
une tribu car elle est un π-système (c’est-à-dire que A ∈ F et B ∈ F entraînent
A ∩ B ∈ F ) et en même temps un λ-système(1). Si f est une fonction dans C et t
est un nombre réel > 0, alors t−1f ∧ 1 ∈H0 puisque H0 est stable par l’opérateur ∧.
Comme la suite

(
(t−1f ∧ 1)n

)
n∈N converge vers 1l{f>t}, on obtient {f > t} ∈ F .

En particulier, toute fonction f ∈ C est F -mesurable, d’où σ(C ) ⊂ F .
Il reste enfin à vérifier que toute fonction positive, bornée et F -mesurable appar-

tient à H0. Soit f une telle fonction. Pour tout entier n > 1, soit

fn =

n2n−1∑
k=0

k

2n
1l{k/2n6f<(k+1)/2n} + n1l{f>n}.

La suite (fn)n∈N est croissante, contenue dans H0 et converge vers f . On obtient
f ∈H0. Le résultat est donc démontré. �

(1)C’est-à-dire que F vérifie les conditions suivantes : (i) Ω ∈ F ; (ii) si A ∈ F , B ∈ F et A ⊂ B,
alors BrA ∈ F ; (iii) si (An)n∈N est une suite croissante d’éléments de F , alors la réunion

⋃
n∈N An

appartient à F .
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