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REPRESENTATIONS ET QUASI-CARACTERES
DE NIVEAU 0; ENDOSCOPIE

PAR JEAN-LLouP WALDSPURGER

Résumi. — Soient F' une extension finie de Qp et G un groupe réductif connexe défini sur F.
On suppose que p est grand relativement & G. Soit G’ un groupe endoscopique de G. D’aprés
Arthur, il existe un homomorphisme de transfert spectral. Grosso modo, & une combinaison li-
néaire stable de représentations admissibles et irréductibles de G’ (F), il associe une combinaison
linéaire de représentations admissibles et irréductibles de G(F'). On note transfert cet homo-
morphisme. Notons p?C le projecteur de Bernstein tel que, pour une représentation admissible
et irréductible m de G(F), on a p*C(n) = m si w est de niveau 0 et p®C(7) = 0 si 7 est de
niveau strictement positif. On définit de méme pO’Gl. On démontre que pO’G' préserve l’espace
des combinaisons linéaires stables de représentations admissibles et irréductibles de G’ (F') et

que p%C o transfert = transfert o pO,G/‘

AsstracT (Representations and quasi-characters of level 0; endoscopy)

Let F be a finite extension of Qp and let G be a connected reductive group over F. We
assume that p is large relatively to G. Let G’ be an endoscopic group of G. Following Arthur,
we have, roughly speaking, a spectral transfer morphism, denoted by transfert, which, to a
stable finite linear combination of irreducible admissible representations of G’(F), associates
a finite linear combination of irreducible admissible representations of G(F). Let p®C be
the Bernstein’s projector such that, for an irreducible admissible representation 7 of G(F),
we have p®C (1) = 7 if © has level 0 and p®&(7) = 0 if 7 has strictly positive level. Define
similarly pO’Gl. We prove that pO’GI preserves the space of stable finite linear combinations of
irreducible admissible representations of G’(F) and that p%C o transfert = transfert o pO’GI.
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INTRODUCTION

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique nulle et soit G un groupe
réductif connexe défini sur F. On s’intéresse ici aux représentations admissibles et
irréductibles de G(F') dans des espaces vectoriels complexes. On note Irr(G) en-
semble des classes d’isomorphismes de ces représentations. Dans le cas ou G est un
groupe classique, on sait associer & toute w € Irr(G) un parametre de Langlands,
cela grace aux résultats de Harris et Taylor, Henniart, Arthur et Mok. Dans le cas
général, I'existence de ce parametre reste conjecturale. Moy et Prasad ont défini le
niveau de 7, cf. [25, Th. 5.2]. Notons Irr(G)° le sous-ensemble des représentations de
niveau 0. Dans le cas ou G est adjoint, Lusztig a défini dans [23] un paramétrage du
sous-ensemble de Irr(G)Y formé des représentations de réduction unipotente, qui est
un bon candidat pour étre celui de Langlands. L’hypothese que G est adjoint a été ré-
cemment levée par Solleveld, cf. [31]. On peut espérer que leurs méthodes permettent
de paramétrer Irr(G)° tout entier. Hormis le cas des groupes classiques, savoir quelles
conditions caractérisent le paramétrage de Langlands n’est pas clair, du moins pour
lauteur. Il y a en tout cas une condition minimale : le paramétrage doit satisfaire a
des conditions de compatibilité a I’endoscopie. D’oti une question préalable que 1’on
formule ici en termes vagues : le niveau 0 se conserve-t-il par endoscopie ? Dans cet
article, nous répondons positivement a cette question, pourvu que la caractéristique
résiduelle p de F soit grande relativement & G (ou que G soit petit relativement & p,
c’est une question de point de vue).

Pour tout ensemble X, notons C[X] I’espace vectoriel complexe de base X. En as-
sociant & toute représentation son caracteére-distribution, on définit une injection

JE.P. — M., 2021, tome 8



196 J.-I.. WALDSPURGER

O : ClIrr(G)] — I(G)*, ou I(G)* est l'espace des distributions sur G(F') invariantes
par conjugaison. Définissons le projecteur de Bernstein p° : C[Irr(G)] — C[Irr(G)°]
qui annule toute représentation irréductible qui n’est pas de niveau 0.

Supposons d’abord que G est quasi-déployé. On sait définir le sous-espace SI(G)* C
I(G)* des distributions stables. On note C[Irr(G)]** le sous-espace des m € C[Irr(G)]
telles que ©, € SI(G)* (ici, m n’est plus irréductible, c¢’est une combinaison linéaire
a coefficients complexes de représentations irréductibles). Une conséquence de arti-
cle [3] est qu'il existe une projection naturelle p** : C[lrr(G)] — C[Irr(G)]**. Notre
premier résultat est le

Tukorime 1. — Supposons que G soit quasi-déployé et que Uhypothése (Hyp)(G) soit
satisfaite. Alors on a ’égalité pst o p® = p° o p°t.

Cf. le corollaire 7.3. L’hypothese (Hyp)(G), précisément énoncée en 1.4, est I’hypo-
these sur p évoquée plus haut. Grosso-modo, elle suppose p > ¢(G) valg(p), ot ¢(G)
est un entier dépendant de G et valg est la valuation usuelle de F'.

Revenons au cas d’'un groupe G quelconque. Soit G’ une donnée endoscopique
elliptique de G, cf. 7.1. Une telle donnée est un triplet dont I'un des termes est un
groupe endoscopique G’, qui est quasi-déployé sur F. En général, on doit fixer des
données auxiliaires pour définir un facteur de transfert. Pour simplifier I'introduction,
supposons que cela ne soit pas nécessaire et fixons un facteur de transfert défini sur
un sous-ensemble de G'(F) x G(F). Toujours en conséquence de [3], il y a alors un
homomorphisme de transfert spectral

transfert : C[Irr(G")]** — C[Irr(G)].

Tutorime 2. — Supposons que Uhypothése (Hyp),,q4,(G) soit satisfaite. Alors on a
I’égalité p° o transfert = transfert op®.

Cf. le théoreme 7.11. L’hypothese (Hyp),,4,(G) renforce (Hyp)(G), cf. 7.4, et im-
plique que (Hyp)(G') est satisfaite. Evidemment, le premier p° vit sur G et le second
sur G'. Remarquons que ce dernier conserve I'espace C[Irr(G’)]** d’aprés le premier
théoreme.

L’application p° est un projecteur de Bernstein et il s’en déduit un tel projecteur
sur divers objets, par exemple l'espace C°(G(F)) des fonctions & valeurs complexes
sur G(F), localement constantes et & support compact. Les théorémes ci-dessus ont
des contreparties pour les espaces de fonctions, cf. 8.1 et 8.2.

La méthode utilisée pour prouver ces théoremes est de caractériser les représenta-
tions de niveau 0 par le développement local de leurs caractéres. Notons g l'algebre de
Lie de G. On sait définir 'exponentielle exp qui envoie un voisinage de 0 dans g(F)
sur un voisinage de 1 dans G(F). Sous I’hypotheése (Hyp)(G), ces voisinages peuvent
étre choisis les plus gros possibles. A savoir ensemble gtn(F') des éléments topolo-
giquement nilpotents dans g(F') et ’ensemble Gy, (F') des éléments topologiquement
unipotents dans G(F). Il en est de méme pour tout sous-groupe réductif connexe
de G.

JIEP. — M., 2021, tome 8



REPRESENTATIONS ET QUASI-C ARACTERES DE NIVEAU 0; ENDOSCOPIE 197

Soit D € I(G)* une distribution invariante et localement intégrable sur G(F),
donc associée & une fonction fp définie presque partout sur G(F), invariante par
conjugaison et localement intégrable. Nous dirons que D est un quasi-caracteére si et
seulement si Op satisfait a la condition suivante. Soit € G(F') un élément semi-
simple, notons G, la composante neutre de son commutant dans G. Alors il existe
un voisinage U, de 0 dans g, (F) de sorte que la fonction X — 0p(x exp(X)) dé-
finie presque partout sur 2, soit combinaison linéaire de transformées de Fourier
d’intégrales orbitales nilpotentes sur g, (F). Harish-Chandra a démontré que le carac-
tére de toute représentation irréductible était un quasi-caractére (d’ou la terminologie
« quasi-caractere »), cf. [12, Th.16.2]. Appelons p’-élément un élément ¢ € G(F') qui
est semi-simple et satisfait & la condition suivante. Fixons une extension finie F’ de F'
contenant toutes les valeurs propres de 'opérateur ad(e) agissant dans g et notons ¥
Pensemble de ces valeurs propres. Notons aussi |-|p/ la valeur absolue usuelle de F”.
Alors, pour tout o € ¥ telle que |o|p = 1, o est une racine de 'unité d’ordre premier
a p. Soit D € I(G)* une distribution invariante localement intégrable. Nous dirons
que D est un quasi-caractére de niveau 0 si et seulement si, pour tout p’-élément
e € G(F), la fonction X — Op(cexp(X)) définie presque partout sur ge ¢n(F') est
combinaison linéaire de transformées de Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes sur
gc(F). Autrement dit, le développement est valable sur le plus gros voisinage possible
dans g.(F).

Tutorime 3. — Supposons Uhypothése (Hyp)(G) satisfaite. Soit m € C[lrr(G)]. Alors
7 € C[lrr(Q)°] si et seulement si ©, est un quasi-caractére de niveau 0.

Cf. 6.7. Le fait que le caractere d’une représentation de niveau 0 se développe sur
de gros voisinages se trouve déja dans la littérature, par exemple dans des articles
de S. DeBacker, J.-L.Kim, F. Murnaghan, cf. [8, Th.3.5.2], [17, Th.5.3.1]. Mais je ne
crois pas que 'on y trouve la réciproque.

Il s’avere que cette caractérisation des représentations de niveau 0 « passe bien »
a I’endoscopie et cela nous permet d’en déduire les théorémes 1 et 2.

Pour démontrer le théoréme 3, on doit décrire ’espace des quasi-caracteres de ni-
veau 0. Pour que cette introduction reste d’une longueur raisonnable, donnons un
simple exemple. Soit ¥ un sommet de I'immeuble de Bruhat-Tits du groupe ad-
joint de G. On lui associe un groupe parahorique K3 C G(F). Notons K. ; son plus
grand sous-groupe distingué pro-p-unipotent. On sait qu’il existe un groupe réductif
connexe Gy défini sur le corps résiduel kr de F, de sorte que K:O;/KJr ~ Gg(kp),
cf. [32, §3.4]. Soit f : Gy(kr) — C une fonction invariante par conjugaison et cus-
pidale. Par l'isomorphisme précédent, on la considére comme une fonction sur KY.,
invariante par translations par K ; , et on I’étend en une fonction sur G(F), nulle hors
de Kgr. Notons Ag le plus grand sous-tore central de G qui soit déployé sur F' et
fixons des mesures de Haar sur G(F') et Ag(F). On définit la distribution Dy qui,
a une fonction ¢ € C°(G(F)), associe

Df(<ﬁ)=/ / o(g~ " xg) f(x) dx dg.
Ac(F\G(F) J&(F)

J.E.P. — M., 2021, tome 8



198 J.-I.. WALDSPURGER

L’intégrale n’est pas absolument convergente mais converge dans l'ordre indiqué.
On montre que Dy est un quasi-caractere de niveau 0, cf. 5.7. On généralise cette
construction dans deux directions. D’une part en considérant non pas des groupes
parahoriques mais des fixateurs de points de 'immeuble, qui donnent naissance a des
groupes non connexes sur kp. D’autre part, en induisant de telles distributions définies
sur des groupes de Levi de G. On montre alors que tout quasi-caractere de niveau 0
est obtenu par cette construction convenablement généralisée, cf. 5.10. Ce qui relie
les distributions ci-dessus aux représentations de niveau 0 est la formule calculant
le caractere d’une telle représentation que ’on a obtenue dans un article antérieur,
cf. [36].

Signalons un résultat curieux. Les constructions ci-dessus conduisent naturelle-
ment & la définition d’un sous-espace de l'espace des quasi-caracteéres de niveau 0,
noté DY[Deusp(G)] dans I'article. Ce sous-espace est relié & celui des caractéres des
représentations de niveau 0 qui sont elliptiques au sens d’Arthur, cf. [2]. Mais il ne lui
est pas égal. On montre en 8.3 et 8.5 qu’il possede néanmoins les mémes propriétés
magiques de ces espaces de caracteéres, démontrées par Arthur dans [3]. A savoir que,
dans le cas ou G est quasi-déployé, leur stabilité se lit sur les éléments elliptiques du
groupe et que, dans le cas général, le transfert entre de tels quasi-caracteres se lit lui
aussi sur les éléments elliptiques des groupes en question.

L’hypothése (Hyp)(G) est utilisée de deux fagons. D’une part, elle entraine diverses
propriétés concernant le groupe G. Par exemple, il existe une extension F’ de F de
degré fini et premier & p telle que G soit déployé sur F’. Ou bien, 'ordre du groupe
des composantes connexes du centre de G est premier a p. Pour ces propriétés, une
hypothese plus faible serait suffisante. D’autre part, comme on ’a déja dit, I’hypo-
theése (Hyp)(G) entraine que l’exponentielle est définie sur les plus gros voisinages
possibles. On peut envisager de remplacer I’exponentielle par un substitut, comme
dans [16, §1.8], ce qui permettrait d’améliorer grandement I’hypothése sur p. Cela
semble possible mais pas tres facile et on a préféré y renoncer. La certitude est qu'une
restriction sur p est nécessaire : les résultats seraient faux pour G = SL,.

Les liens entre niveau, paramétrage et endoscopie ont fait ’objet de plusieurs tra-
vaux récents. Citons [27] et aussi [19] et [20], ou auteur étudie des sous-catégories
de celle des représentations de niveau 0.

Remerciements. Je remercie vivement les rapporteurs dont les remarques ont per-
mis la correction d’un nombre a peine dénombrable d’erreurs qui se trouvaient dans
la premiére version de 'article.

1. LLEs DONNEES

1.1. Le corrs LocaL. — Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique
nulle. On note o son anneau d’entiers, oy le groupe des unités, pp I'idéal maximal,
kr = op/pr le corps résiduel, p la caractéristique de kr, |.|p la valeur absolue usuelle,
valr la valuation.

JIEP. — M., 2021, tome 8



REPRESENTATIONS ET QUASI-C ARACTERES DE NIVEAU 0; ENDOSCOPIE 199

Fixons une cléture algébrique F de F, resp. kr de kp. Notons F™ la plus grande
extension non ramifiée de F' contenue dans F. On note I'r le groupe de Galois de
F/F et Ir son sous-groupe d’inertie, c’est-a-dire le groupe de Galois de F'/F™.

1.2. Norarions piverses. — Quand un groupe abstrait H agit sur un ensemble X,
on note X le sous-ensemble des points fixes. Si Y est un sous-ensemble de X, on note
Normpg (Y') le sous-ensemble des éléments de H dont Paction conserve Y.

Si X est un ensemble, on note C[X] le C-espace vectoriel de base X.

1.3. Groupes ALGEBRIQUES. — Posons K = F ou K = kp. Soit H un groupe algé-
brique défini sur K. On note H° sa composante neutre et Z(H) le centre de H. Les
sous-groupes algébriques de H que l'on considérera seront implicitement supposés
définis sur K, sauf mention explicite du contraire.

Supposons H réductif et connexe. On appelle Levi de H une composante de Levi
d’un sous-groupe parabolique de G (tous deux définis sur K comme on vient de
le dire). On note Hxp = H/Z(H) le groupe adjoint. Pour z € H, on note x,q son
image dans Hap, s la partie semi-simple de x, Zg(x) le commutant de x dans H
et Hx = ZH(Z')O

On utilise les notations d’Arthur concernant les Levi et paraboliques : si M est
un Levi, £L(M) est ’ensemble des Levi contenant M et P(M) est l'ensemble des
sous-groupes paraboliques de H de composante de Levi M. Si P est un sous-groupe
parabolique de H, on note Up son radical unipotent.

Soit T un tore défini sur K. On note X*(T'), resp. X,(T), les groupes de caracteres
algébriques de T, resp. de sous-groupes & un parametre. Pour ces définitions, T est
vu comme un tore sur la cléture algébrique K, c’est-a-dire que les caractéres ou
cocaractéres ne sont pas forcément définis sur K. Si K = F, on note T(F). le plus
grand sous-groupe compact de T'(F'). La définition de X*(7T) s’étend au cas ou T est
un groupe diagonalisable, c’est-a-dire un sous-groupe algébrique d’un tore.

Soit H un groupe réductif connexe défini sur K. On note Ay le plus grand sous-
tore de Z(H) qui soit défini et déployé sur K. On pose ay = dim(Ay) et Ay =
X.«(Apg) ®z R. On appelle sous-tore déployé maximal de H un sous-tore de H qui
est déployé sur K et est maximal parmi les sous-tores déployés sur K. Ces sous-tores
déployés maximaux sont en bijection avec les groupes de Levi minimaux de H : a un
sous-tore A est associé son commutant Zg(A).

Soit H un groupe réductif connexe défini sur kr. On appelle espace tordu sous H
une variété algébrique H définie sur k r, munie de deux actions algébriques a droite
et a gauche de H commutant entre elles et telles que, pour chacune des actions, H
soit un espace principal homogene sous H. On impose de plus ici que H (kr) # @.
Cette terminologie a été introduite par Labesse. Une partie de la théorie habituelle
des groupes réductifs s’étend aux espaces tordus. Ainsi, on définit les notions de sous-
espace parabolique ou d’espace de Levi. On envoie pour tout cela au premier chapitre
de [24].

J.E.P. — M., 2021, tome 8



200 J.-I.. WALDSPURGER

1.4. Lk croure G. On fixe pour tout 'article un groupe réductif connexe G défini
sur F. Soit N > 1 un entier tel qu’il existe un plongement de G dans GL(N). On
impose 'hypothese

(Hyp)(G) p > (24 valp(p))N.

Cela entraine qu’il existe une extension F’ de F' de degré premier a p telle que G soit
déployé sur F’. Plus généralement, pour tout tore défini sur F' de dimension inférieure
ou égale au rang de G, il existe une telle extension telle que le tore soit déployé sur F”.
L’hypothése (Hyp)(G) implique (Hyp)(H) pour tout sous-groupe réductif connexe
H C G défini sur F.

On fixe un Levi minimal My,;, de G. On pose simplement A = A,
Lnin = L(Mpin). On définit W& = Normg g (A) /M (F).

Quand un objet a été défini relativement a notre groupe G, nous noterons souvent
I’objet analogue défini relativement a un autre groupe H en ajoutant un exposant H
dans la notation. Par exemple, si M € Ly, on note LM e sous-ensemble des
L € Lin qui sont contenus dans M. Le groupe w6 agit sur Lyi,. Pour M € Lin,
on note Nyya (M) le fixateur de M dans WY et WY (M) = Nye(M)/ WM.

On munit G(F) d’une mesure de Haar. Plus généralement, pour tout sous-groupe
fermé unimodulaire J de G(F"), on suppose J muni d’une mesure de Haar.

mins A =AM

2. IimMEUBLE DE G

2.1. Facerres, GROUPES PARAHORIQUES. — On note Imm(Gap) 'immeuble de Bruhat-
Tits sur F' du groupe adjoint Gap. Cet ensemble est réunion d’appartements associés
aux sous-tores déployés maximaux de GG ou encore aux Levi minimaux de G. On note
App(Aps) Vappartement associé a un tel Levi M. L’appartement App(Ays) est un
espace affine euclidien sous l’espace vectoriel réel Ay /Ag. Pour x,y € App(An),
on note x — y I'élément de Ay /Aq tel que x =y + (z — y).

L’immeuble se décompose aussi en réunion disjointe de facettes, chaque facette
étant contenue dans (au moins) un appartement. On note Fac(G) lensemble des
facettes et Fac(G, A) le sous-ensemble des facettes contenues dans App(A). Le grou-
pe G(F) agit sur 'immeuble. Pour ¥ € Fac(G), notons K; le stabilisateur de F
dans G(F).

Introduisons le groupe G dual de Langlands de G. Modulo le choix d’une paire de
Borel épinglée de @, ce groupe est muni d’une action de I'r. Le groupe I'p /I agit sur
X*(Z(G)'r). Notons N = X*(Z(G)'r)'r/IF le sous-groupe des invariants. Kottwitz
a défini un homomorphisme surjectif wg : G(F) — N, cf. [18, § 7].

Soit F € Fac(G). Notons N(F) l'image de K; par wg et, pour tout v € N, no-
tons K lensemble des g € K; tels que we(g) = v (on a donc KY # @ si et
seulement si v € N(F)). L’ensemble K} est le sous-groupe parahorique de G(F)
associé & F, cf. [11, Prop. 3]. Notons K;E le plus grand sous-groupe distingué et pro-
p-unipotent dans K g. Bruhat et Tits ont associé a F un schéma en groupes G4 défini
sur op. On a G5 (0p) = K$. Notons G la partie réductive de la fibre spéciale de .
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C’est un groupe réductif connexe défini sur kp et K3/KF est isomorphe & G (kr),
cf. [13, Prop. 3.7]. Pour v € N(&), il existe un espace tordu G5 sous Gz de sorte que
KY/K} s'identifie & G%(kp). Faute de référence, indiquons bri¢vement la construc-
tion de cet espace tordu. Rappelons la propriété suivante. Pour g € G(F), notons
Ad(g) la conjugaison par g. Soit F’ I'image de F par l'action de g sur Imm(Gap).
Alors Ad(g)(K%) = K§, et l'application Ad(g) se descend en un isomorphisme algé-

brique Ad(g) : G — Gg-. Fixons un élément « € K¥. En appliquant ce qui précede,
on dispose d'un automorphisme algébrique Ad(z) de Gg. On définit G4 comme la
variété algébrique G'y munie des deux actions de G5 :

GgXG%XGg—)GCV;

(a,y,b) — ay Ad(x)(b).

Pour g € K¥%, on écrit g = hx avec h € K. Alors I'image de g dans G%(kr) est
égale & celle de h dans Gy (kr) = G%(kr). A isomorphisme prés, cette construction
ne dépend pas du choix de I’élément x.

Le groupe Kg fixe tout point de F. Pour v € N(&), il existe une permutation iso-
métrique oz, de F telle que tout élément de K agisse dans F par cette permutation.
On note F le sous-ensemble des points fixes de o5, dans J. Pour tout appartement
contenant F, F est l'intersection de F avec un sous-espace affine de cet appartement.
Soit & € F. Alors le fixateur de « dans G(F') est la réunion des K sur les v € N(J)
tels que o5, fixe z.

On note Fac*(G) 'ensemble des couples (F,v), ou F € Fac(G) et v € N(F). On
note Facy,. (G) le sous-ensemble des (F, v) tels que F¥ est réduit & un point. On note
Fac*(G, A) et Fac}, . (G, A) les sous-ensembles des (F,v) tels que F C App(A).

max

REMARQUE. L’indice max est contestable puisqu’il s’agit de couples (F,v) tels
que F” est de dimension minimale. Ce sont plutdt les groupes qui leur sont attachés
qui sont maximaux. En tout cas, on conserve cette notation de [36] pour simplifier les
références.

Du schéma en groupes G5 se déduit une sous-op-algebre de Lie 5 de gp. On
note E;Q son radical pro-p-nilpotent. Le quotient €5/ Bf} s’identifie a ’espace des points
sur kp de la partie réductive de 'algebre de Lie de G.

On peut aussi considérer 'immeuble étendu Imm(G) = Imm(Gap) X Ag, qui est
muni d’'une action de G(F). Pour = (y,a) € Imm(G), avec y € Imm(Gap) et
a € Ag, le fixateur de « dans G(F) est le sous-groupe des éléments g € G(F') qui
fixent y et tels que wg(g) appartienne au sous-groupe de torsion Niops de N.

2.2, DESCRIPTION DES FACETTES. Pour a € A(F), on note az 'élément de X, (A) tel
que (z*,az) = — valp(z*(a)) pour tout z* € X*(A). Le noyau de cet homomorphisme
a — agz nest autre que le plus grand sous-groupe compact A(F). de A(F). L’action
sur 'immeuble du groupe A(F) conserve App(A). Pour a € A(F) et 2 € App(A4), on a
ar = x + agz, ol ici X,(A) est vu comme un sous-groupe de A. L’action du groupe
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Normg (A)(F) conserve aussi 'appartement App(A). Notons My, (F). I'unique sous-
groupe compact maximal de M,y (F). L’action de Normg (A)(F) se quotiente en une
action du groupe Normg(A)(F)/Mmin(F)e.

Notons ¥ I’ensemble des racines réduites de A dans G. Fixons un sommet spécial de
App(A) que l'on note 0 qui nous permet d’identifier App(A) et A/Ag. A tout o € &
est associé un sous-ensemble I',, de @, qui est 'image réciproque dans Q d’un sous-
ensemble fini de Q/Z. Pour ¢ € Ty, on note ¢ le plus petit élément de T',, strictement
supérieur a c et ¢~ le plus grand élément de I, strictement inférieur a c¢. On note Hy
I'hyperplan affine de App(A) défini par I"équation a(x) = c. Alors la décomposition
en facettes de App(A) est définie par la famille d’hyperplans (Hy ¢)aes, cer,, - A toute
facette F € Fac(G, A) sont associés un sous-ensemble X5 C 3 et, pour tout o € X,
un élément ¢, 5 € I'y de sorte que F soit le sous-ensemble des éléments x € App(A)
qui satisfont aux relations

(1) ax) = ca,5 pour tout a € X ;
(2) Cag < afz) < 0:3 pour tout o € ¥ — X,

Pour a € ¥, notons U, le groupe radiciel associé & a. A tout ¢ € I'y est associé
un sous-groupe ouvert compact U, . de U, (F) de sorte que les propriétés suivantes
soient satisfaites :

(3) sic,d €Ty et e<d,alors Uye C Uper;
(4) quelle que soit F € Fac(G, A), on a Uy (F) NKY = Uqye, 55 on a Uy (F)NKSF =
U o, sia €Yy et Ul(F)NKE =Uqpe, , si a g Sy

a,c,
Notons Mpin(F)* = {m € Mpin(F): | wg(m) = 0}. C’est un sous-groupe d’in-
dice fini de Mpin(F)c. Pour toute facette F € Fac(G, A), KJ est le sous-groupe de
G(F) engendré par les U, (F) N KY et par le groupe Myin(F)*. Les op-algebres tx
et E; admettent une description similaire. I1 en résulte que les groupes Kgr et les
op-algebres £ et E; caractérisent les facettes. C’est-a-dire
(5) soient F,F € Fac(G); supposons K} = KY,, ou ty = E5 ou &f = £f,; alors
F=57.

Pour F € Fac(G, A), il existe un unique Levi My € Ly, tel que Ay, /Ag soit
Pespace vectoriel réel engendré par les z — y pour z,y € F. Pour (F,v) € Fac™(G, A),
il existe un unique Levi Mg, € Lnin tel que A,/ Ag soit Pespace vectoriel réel
engendré par les z — y pour z,y € I¥. On a évidemment Mg C My .

2.3. Groures pE Lievi. — Soit M€ L. Considérons le sous-ensemble Imm(G ap, M)
de Imm(Gap) réunion des appartements App(A ) associés aux Levi minimaux M’
contenus dans M. Le groupe Aj); agit sur chacun de ces appartements et ces actions
se recollent en une action sur la réunion. De plus, Imm(Gap, M) est conservé par
Paction de M (F). Le quotient de Imm(Gap, M) par l'action de Ajps, muni de son
action de M (F'), s’identifie canoniquement & 'immeuble Imm(Map). En particulier,
App(A)/ Ay s'identifie & Iappartement App™ (A) associé & My, dans I'immeuble
Imm(Map). On note pys : App(A) — App™ (A) cette projection.
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L’action sur 'immeuble du groupe Normeg(M)(F') conserve Imm(Gap, M) et se
descend en une action sur Imm(Map). Cette action permute les éléments de Fac(M).
Pour ¥y € Fac(M), on note KI%S le sous-groupe des éléments de Normg (M) (F') qui
conservent Fys. Il contient K. ;M comme sous-groupe distingué.

Notons Normg (M, A) le normalisateur commun de M et A dans G. L’action du
groupe Normg (M, A)(F) dans Imm(Map) conserve AppM (A).

Pour F € Fac(G, A), il existe une unique facette notée FM € Fac(M, A) telle que
pa(F) C FM.Si F est décrit par les relations (1) et (2) de 2.2, FM est 'ensemble des
z € App™ (A) qui satisfont aux relations
(1) a(x) = cq,g pour tout o € g NTM;

(2) a5 < alz) < cf 5 pour tout @ € TM — Xy N EM,

De l'inclusion Z (@) —Z (M\ ) se déduit un homomorphisme naturel N — N. Le
diagramme

M(F)—— G(F)

wae | lwc

NM—— N
est commutatif. Posons M,q = M/Z(G). On a aussi un homomorphisme naturel
NM — NMaa, Notons NY comp | Image réciproque dans NM du sous-groupe de torsion
de NMada | Alors I’homomorphisme N™ — N se restreint en un homomorphisme injectif
Neteomp — N, cf. [36, 6(1)]. On identifie N, & son image dans N. On note
Facy_comp(M) le sous-ensemble des (Fpr,v) € Fac™ (M) tels que v € N, (avec
les variantes Facy .. ¢ comp(M) etc.). Remarquons que, pour (Fpr,v) € Facs comp(M)

1,G : : ) v
et pour n € Ky 7, la conjugaison par n conserve 'ensemble K7 .

3. ESPACES DE FONCTIONS ET DE DISTRIBUTIONS

3.1. Les espaces I(G) er I(G)*. — Le groupe G(F') agit sur l'espace C°(G(F')) par
conjugaison : pour g € G(F) et f € C*(G(F)), 9f est la fonction = — f(g 'zg).
On note I(G) le quotient de C°(G(F)) par le sous-espace complexe engendré par les
9f — f pour f € C°(G(F)) et g € G(F).

On note Gy le sous-ensemble des éléments fortement réguliers de G. Soit f €
CP(G(F)). Pour x € Gyreg(F'), on définit I'intégrale orbitale

1, £) = D) [ F(g™"ng) do.
Aa, (F)\G(F)

ott D est le discriminant de Weyl usuel. L’espace I(G) est aussi le quotient de
C>(G(F)) par le sous-espace des f € C®°(G(F)) telles que I(z, f) = 0 pour tout
z € Greg(F).

On appelle distribution invariante sur G(F') une forme linéaire sur C°(G(F')) qui
se quotiente en une forme linéaire sur I(G). On identifie une telle distribution & la
forme linéaire quotient. On note I(G)* I'espace des distributions invariantes sur G(F').
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Soient M un Levi de G et D™ € I(M)*. On définit une distribution Ind$§,(D™) e
I(G)* de la fagon suivante. On fixe un sous-groupe parabolique P € P(M). Comme on
a dit, des mesures de Haar sont fixées sur M (F), Up(F) et G(F). Il s’en déduit ce que
l’on peut appeler une pseudo-mesure invariante & droite sur P(F)\G(F). Précisément,
c’est une forme linéaire non pas sur C°(P(F)\G(F')) mais sur 'espace des fonctions
localement constantes ¢ : G(F) — C qui satisfont a la relation ¢(mug) = dp(m)p(g)
pour tous m € M(F), u € Up(F) et g € G(F'), ou dp est le module usuel. Cette
pseudo-mesure est caractérisée par 1’égalité

[ todg=[ [ [ g dudmadg
G(F) P(F)\G(F) JM(F) JUp(F)
pour tout f € C°(G(F)). On définit la fonction fy,, sur M(F) par

fup(m) = 6p(m)'/? /U . f(mu) du,

puis la distribution Ind§, (D) par I'égalité

Imd$, (DM)(f) = / DM (4 f)u,) dg.

P(F)\G(F)
Cela ne dépend pas du choix de P.

On dit que € Greg(F) est elliptique si le commutant T de = dans G est un tore
elliptique modulo Z(G), c’est-a-dire si Ay = Ag. On note Gen(F) le sous-ensemble
des éléments elliptiques dans Greg(F') (la notation étant un peu abusive : il n’y a
pas de sous-ensemble algébrique Gen de G). On dit qu’une fonction f € C°(G(F))
est cuspidale si et seulement si les intégrales orbitales de f sont nulles en tout point
& € Greg(F) — Gen(F). Autrement dit si f est annulée par Ind§; (D) pour tout Levi
propre M et tout DM € I(M)*. On note Ceysp(G(F)) 'espace des fonctions cuspidales
et Iousp(G) son image dans I(G).

On dit que f est treés cuspidale si et seulement si, pour tout sous-groupe parabolique
propre P de G, de composante de Levi M, la fonction fy,, est nulle. En fait, Icysp(G)
est aussi 'image dans I(G) de l'espace des fonctions trés cuspidales, cf. [35, Lem. 2.7].
Pour une fonction f trés cuspidale, on définit une distribution Dy € I(G)* par I'égalité

Df(‘P):/ / o(z'gz) f(9) dg da.
Ac(FN\G(F) JG(F)

La double intégrale n’est pas absolument convergente mais converge dans cet ordre,
cf. [36, Lem. 9.

3.2. FiLrraTiONs. On fixe un ensemble de représentants £,;, C Lmin des classes
de conjugaison de Levi de G. Pour tout entier n € Z, notons £, le sous-ensemble
des M € £,;, tels que aps = n (on peut évidemment se limiter aux n appartenant a
lintervalle {ag,...,an,., })-

On définit une filtration sur I(G) de la fagon suivante. Pour tout n € Z, notons

Fil" I(G) l'image dans I(G) du sous-espace des f € C°(G(F)) qui satisfont a la
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condition : pour tout Levi M tel que apr > n et tout m € Ghreg(F) N M(F), on a
I%(m,f)=0.0On a

Fil*¢ 7' (@) = {0} C Fil"¢ [(G) = Lesp(G) C - -+ C Fil*uin [(G) = [(G),
et, en posant Gr" I(G) = Fil" I(G)/Fil" ' I(G), on a

Gr'I(G)~ @ Tousp(M)VO),
MG&”

min

cf. 1.4 pour la définition du groupe W (M), qui agit naturellement sur Ie,sp(M).
Notons Ann" I(G)* 'annulateur de Fil"~' I(G) dans I(G)*. On a

Ann“min TLI(G)* = {0} € Ann®min [(G)* C --- C Ann*¢ I(G)* = I(G)*,
et, en posant Gr" I(G)* = Ann" I(G)*/Ann" ™ I(G)*, on a

(1) Gr"I(G) ~ @ ITeusp(M)*WOD,
MeL™

“min

*

On vérifie que Ann" I(G)* est le sous-espace de I(G)* engendré par les distributions
induites Ind§, (I(M)*) pour les Levi M de G tels que ap; > n. Pour M € L7,
et dM e I(M)*, l'image de Ind$ (d™) dans Gr"I(G)* est nulle dans les compo-
santes Icusp(M’)*WG(M/) de (1) pour M’ # M et est I'image naturelle de d™ dans

Icusp(M)*WG(M) (c’est-a-dire la restriction de dM & Icusp(M)WG(M)).

3.3. ELEMENTS COMPACTS ET TOPOLOGIQUEMENT UNIPOTENTS. Soit x € G(F). On dit
que z est compact si et seulement s’il est contenu dans un sous-groupe compact de
G(F), c’est-a-dire si 'adhérence 2% du groupe x” engendré par x est compacte. On dit
qu’il est compact mod Z(@G) si et seulement si 'image z,q de z dans Gap(F') est com-
pacte. On dit que z est topologiquement unipotent si et seulement si lim,,_, oo z?" = 1

Fixons un sous-tore maximal 7" de G contenant la partie semi-simple x5 de = et
fixons une extension finie F’ de F telle que T soit déployé sur F’. Alors :

— x est compact si et seulement si x(zs) € 0y, pour tout x € X*(T); x est
compact mod Z(G) si et seulement si x(zss) € 05, pour tout x € X*(T) tel que la
restriction de x & Z(G) soit triviale ; z est topologiquement unipotent si et seulement
si x(zss) € 1+ pp pour tout x € X*(T).

D’autre part,  est compact mod Z(G) si et seulement §'il existe F € Fac(G) tel
que T € K; L’ensemble des éléments compacts, resp. compacts mod Z(G), est un
sous-ensemble ouvert et fermé de G(F') invariant par conjugaison. Soit M un Levi
de G, soit (Fnr,v) € Fac™(M) et soit x € K4 . Alors x est compact mod Z(G) si et
seulement si v € NY comp"

On note Goomp(F') 'ensemble des éléments de G(F') qui sont compacts mod Z(G)
(il serait plus correct de le noter Geompmod z()---)- On note Gy (F) I'ensemble des

*

, .
comp | ensemble des dis-

éléments topologiquement unipotents de G(F). On note I(G)
tributions dont le support est contenu dans Geomp (F).
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(G). On note
Ceusp(G%) Pespace des fonctions sur G¢(kr) qui sont invariantes par conjugaison
par Gy (kr) et qui sont cuspidales. On munit cet espace du produit hermitien défini

3.4. FACETTES, FONCTIONS ET DISTRIBUTIONS. Soit (F,v) € Facy,.

par
(1Y =1Gskp)™ > fla)f'(2).
z€GY (kr)
Il est défini positif. Soit f € Ceusp(G%). L'espace G%(kr) s'identifie & K4 /K.
On identifie f a une fonction sur ce quotient K;/K; , on la reléve en une fonc-
tion sur K% puis on I'étend en une fonction sur G(F) par 0 hors de K%. On note fg
la fonction ainsi obtenue. Elle est trés cuspidale, cf. [36, Lem. 10]. On déduit de fg
une distribution Dy, , cf. 3.1, que 'on note simplement Dy. Le support de cette dis-
tribution est contenu dans Geomp(F).
Notons Deysp(G) le sous-ensemble des familles

(f?,u)(&f,u)eFac;wx(G) € H CCUSP(G;>
(F,v)€Fack .. (G)

max

qui satisfont a la condition : pour tout v € N, 'ensemble des (F, 1) € Facy,

(G) tels
que v = v et fg, # 0 est fini.

Pour f = (fcr,y)(ff,y)eFaC;Dax(G) € Deusp(G), la somme Eg’u Dy, , est définie.
En effet, chaque Dy, , est a support dans I'ouvert fermé wal(u) et, pour tout v,
il n’y a qu'un nombre fini de (F,v') tels que v/ = v et fg,, # 0. Pour tout com-
pact C' de G(F'), il n’y a donc qu'un nombre fini de (&, v) tels que le support de Dy,

coupe C. On pose Dy = E?,y Dy, . Cela définit une application linéaire
D: ®cusp(G) — I(G)Zomp'

RemarQue. — Quand un élément de Deysp(G) sera noté f, on notera son image Dy
ou D? comme ci-dessus. Quand 1’élément sera noté plus symboliquement d, on notera
son image D[d] ou D%[d].

Pour v € N, notons Dy,.,(G) le sous-espace des
f= (f.?’,v’)(ﬂ',y’)eFac;‘ax(G) € Dcusp(G)

tels que fg,» = 0 pour v/ # v. On a Deysp = [, e Dinsp(G)- Le groupe G(F) agit
naturellement sur Deysp (G) en respectant les sous-espaces Dy, (G). Il est clair que,
pour f € Deysp(G) et g € G(F), on a Dygg_g = 0. Pour v € N, notons DY, ,(G) l'es-
pace des coinvariants, c’est-a-dire le quotient de Dy, (G) par le sous-espace engendré

par les 9f — f pour f € Dy (G) et g € G(F). On pose Deysp(G) = [, en Deusp(G)-

cusp

Il y a un homomorphisme naturel Deygp(G) = Deysp(G).-

REMARQUE. Si N est fini, Deysp(G) est le quotient des coinvariants de Deysp(G).
Si N est infini, c¢’est un quotient de cet espace de coinvariants.

L’application D se quotiente en une application linéaire

D : Dewsp (G) — L(G)?

comp*
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Notons D’(G) la somme directe des Deysp (M) ot M parcourt les Levi de G. On
définit une application linéaire

DY :D'(GQ) — I(G)*

qui, & 3°,, dM, associe 3 ,, Ind§;(DM[dM]). Le groupe G(F) agit naturellement sur
I'espace D'(G). En effet, un élément g € G(F) envoie un Levi M sur le Levi gM g1,
une facette (Far,v) € Fac),,. (M) sur une facette (9F s, gv) € Fach,.(gMg™?) et une

max max
fonction fg,,, € Ceusp(MY%,,) sur une fonction 9(fs,, ) € C’wsp((gMgfl)z;M).
Alors g envoie Deysp(M) sur Deysp(gMg™') et cette application se quotiente en
une application de Deysp(M) sur Dewsp(gMgt). 11 est clair que, pour g € G(F)
et feD'(G),ona Dgc_f = 0. On note D(G) le quotient des coinvariants pour cette
action de G(F) dans D'(G). L’application précédente se quotiente en une application
linéaire

DY :D(G) — I(G)*.

3.5. Variantes pE D(G). — Soit M un Levi de G. On note Deysp,G-comp (M) le sous-
espace des éléments

F = (f50 ) (Fas ) €Pac,. (M)
de Deysp (M) tels que fz,,, =0siv ¢ Nc]\:/[-comp On note Deysp,G-comp (M) son image
dans Deysp(M). On note Dy _Comp(G) la somme directe des Deysp,G-comp (M) ot M
parcourt les Levi de G. On définit comme dans la section précédente le quotient des
coinvariants Dg_comp (G), qui s’identifie & un sous-espace de D(G). L’application D

se restreint en une application linéaire

DE : D comp(G) — I(G);:

comp*

Il y a une projection naturelle Deysp (M) = Deusp,G-comp (M) qui, & un élément

(fTM,V)(S"M,V)GFac* (M) € QCUSP(M)

associe 1’élément
(fFar ) (Fas w)EFacs, o 6 comp (M)

de Deysp,G-comp(M). Cette projection se quotiente en une projection de Deysp (M) sur

®Cusp,G—COmp(M)'
Fixons v € N. Notons I(G)%5,,,, le sous-espace des distributions invariantes a sup-

port contenu dans Geomp (F)Nwg! (). Pour un Levi M de G, notons DY, (M)

cusp,G-comp
le sous-espace des

f = (.fff"MW’)(?M,u’)eFac;ax(M) € gcusp,G—comp(M)

tels que fg,,,,» = 0si v/ # v. A laide de ces espaces, on définit comme ci-dessus un
espace D¢ .omp(G). On a des isomorphismes naturels

QG—comp(G) = H ‘Dé-comp(G)?
veN

UG iomp = [T UG

veN
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et Papplication D s’identifie au produit de ses restrictions

DY : DYy (@) — UG)E

G-comp G-comp”

3.6. CALCUL DE D?,(f;;). Soit (F,v)€Fac*(G, A). On a défini le Levi My, € Linin
au paragraphe 2.2. Posons simplement M = Mgy ,. On associe a JF la facette
FM € Fac(M,A). L’élément v appartient a N(]\;/[_mmp(?M), (FMv) appartient a
Fac! .. (M, A), Gy s'identifie & M sm et G4 ’identifie & M, cf. [36, Lem. 6]. Soit
[ € Ceusp(M%as). On identifie f & une fonction sur G4 (kr), puis & une fonction sur
K4 /K ;, que l'on releve en une fonction sur K. On prolonge cette fonction en une
fonction sur G(F'), nulle hors de K. On note fg la fonction sur G(F') obtenue ainsi.
Elle est par construction invariante par conjugaison par Kg.

Soient L € Loin, (F,1') € Fachue cocomp(Ls A) €t f' € Cousp(LY). On a défini
la distribution D]Cf, = Indf(DJ%,) sur G(F). Notons N(M,FM L, F') 'ensemble des
n € Normg(A)(F) tels que nMn~' = L et nTM = F’. Cet ensemble (qui peut étre
vide) est invariant a gauche par Ap(F)(KY, N Normg(A)(F)). On fixe un ensemble
de représentants N(M,FM L. F') du quotient

Ap(F)(KY N Normg(A)(F)\N(M,FM, L, F).

Prorosrrion

(i) Dg(fg) # 0 seulement siv =1v" et N(M,FM L,F") #+ @.

(ii) Supposons v =v" et N(M,F™ L,F") # @. Alors

D%, (fr) = mes(K5) mes(K$,) mes(AL(F)c) ™" > f, f).
nEN(M,FM,L,F")
REMARQUES
(1) La fonction "f est celle définie en 3.4.
(2) Supposons M = L, M = F" et v = /. Si f’ est invariante par K19 1a formule
du (ii) se simplifie et devient
DS$/(f) = mes(KY) mes(K$,) mes(AL(F)o) ' [KRT : AL(F)KS)(T. f).

Démonstration. Puisque fs est a support dans w(_;l(u) et que DJCf/ est a support
dans wg' (1) il est clair que D)Cf,(fgr) = 0 si v # V. Supposons désormais v = v/'.

Fixons un sous-groupe parabolique @ € P(L). Commengons par calculer fg .
On sait définir la facette & C Imm(Lap). Si M C L, on a évidemment (FL)M = gM
et la fonction fgr sur L(F) est bien définie.

Lemme 1. — On a les égalités
0, siM ¢ L,
frug = N ,
mes(Uq(F)NKZ)fyr si M C L.

Démonstration. — Rappelons que, pour £ € L(F), on a fgy,({) = fUQ(F) fo(lu) du.
Le groupe @, resp. L, détermine un sous-groupe parabolique @ de G, resp. une
composante de Levi L de Q, de sorte que l'image de Q(F) N K$, resp. L(F) N KY.,
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dans G5(kr) soit Q(kr), resp. L(kr). Supposons que fg5 y, #0. Alors Q(F)NK4 #@
et il existe un sous-espace parabolique Q" de G%, associé au parabolique @, de sorte
que I'image dans G%(kp) de Q(F) N K% soit Q”(kr). Notons L” le normalisateur
de L dans Q". Posons V = Uq(F) N K§. Fixons ¢ € L(F) tel que fgu,(¢) # 0.

On écrit
fsﬂUQ(f):/ /fgr(fuv)dvdu.
Ug(F)/VJV

Fixons u € Ug(F) tel que I'intégrale intérieure soit non nulle. L’élément v appartient
a Q(F) N K%. Décomposons son image dans Q”(kr) en lu avec £ € L"(kp) et
u € Ug(kr). On voit alors que

/ frltw)dv=c > f(tv),
v veUq (kr)

ol ¢ > 0 est une constante provenant des mesures et ou on a identifié f a une
fonction sur G4 (k). Cette fonction est cuspidale. La somme ci-dessus est donc nulle
si Q" # GY%. Notre hypothése de non-nullité implique donc Q" = G%, d’ou aussi
Q = L = G5. Le tore A détermine un sous-tore déployé maximal A de G#. On a
X.(A) ~ X, (A). Les sous-tores Ay, et Ay déterminent des sous-tores A, et Ap.
Par définition de My, Ay, est le plus grand sous-tore déployé contenu dans le centre
de Gg. Par définition de L, ce groupe est le commutant de Ay dans Gg. L’égalité
L = Gy entraine donc Ay, C Ay, Dot aussi A, C Ay, . Puisque Q7 = G4, on a
KY = (Q(F)NKY%)K4. On a aussi

K = (K5 NQF) (K5 NUz(F)),
oll @ est le parabolique de composante de Levi L opposé & Q. Donc
Ki = (Q(F) N K§)(Kg NUg(F)).

On sait que 'ensemble K} NNorme (A)(F) est non vide, cf. [6, 7.4.4]. Mais un élément
de Normg(A)(F) qui appartient & Q(F)Uz(F) appartient forcément & Normp, (4)(F).
Soit donc w € K4 NNormp (A)(F). Il agit naturellement dans A et conserve Ay, . Par
définition de M = Mg ,,, Ay est le plus grand sous-tore de Ajps, contenu dans l'en-
semble des points fixes de 'action de w. Puisque w € L(F’), ce sous-tore contient Aj,.
Donc Ay, C Ay et M C L. Cela démontre la premiére assertion du lemme.
Supposons maintenant M C L. Alors, pour £ € L(F') et u € Ug(F), on alu € K4 si
et seulement si £ € KY, et u € Ug(F)NKZ (cela résulte de [36, Lem. 6]). On voit que
la fonction fg y, est a support dans K, et que, pour un élément £ de ce groupe, on a
fr.uo(0) =mes(Ug(F) N K£)f(€), ou € est Vimage de ¢ dans LY. (kp) ~ M4 (kp).
Par définition de la fonction fgr, on obtient la deuxieme assertion du lemme, ce qui
acheve sa preuve. O

Supposons M C L. Posons

Iy g (f. f') = fou (0) f5:(0) de.

L(F)
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LemmEe 2
(i) Si FE #F, alors Ise 5/(f, f') = 0.
(i) Si FL =9, alors M = L, FM™ = F' et Iyo 5/(f, f') = mes(K$)(f, ).

Démonstration. — Ici, tout se passe dans L, on peut aussi bien supposer L = G pour
simplifier les notations. On a donc F* = F. Supposons F # J’. Dans 'appartement
App(A4), fixons un segment [z,z’] joignant un point & € F” & un point 2’ € F*.
L’hypothése F # F entraine que x # 2. Il y a une facette F’ € Fac(G, A) et un
élément x” € ]z, 2’| tel que le segment [z, /[ soit contenu dans F”’. D’apres ce que
sont les supports de f5 et ff,, on a

Lo (f )= [ fr@fple)ds
K4NKY,

Si K N K% = @, cette intégrale est nulle et on a démontré (i). Sinon, considérons

un élément g € K% N KY%,. L’action de g sur 'immeuble fixe x et 2/, donc aussi tout

le segment [z, 2']. En particulier, il fixe [z, 2'[, donc g € K;,,. On a wg(g) = v, donc

g € KY,. Alors [z, 2'[C . Cela entraine 3 # JF’ car ’hypothese

(F',v) € Facl .. (G, A)

max
(rappelons que 1'on a supposé L = G) signifie que F" est réduit & un unique point,
qui est donc z’. Le point 2’ est adhérent & F, donc toute la facette F’ est contenue
dans adhérence de F”. Cela entraine K3, C KY,. En général, il n’y a pas de relation
d’inclusion entre les ensembles K7, et K, mais, si I'on suppose que l'intersection
de ces deux ensembles n’est pas vide , alors K%, C K, . Ici, I'intersection des deux
ensembles contient g. On sait qu’alors il existe un sous-groupe parabolique propre P
de Gy et un sous-espace parabolique P” de G%, associé & P, de sorte que l'image
de KY,, dans Gy (k) soit P(kp) et que 'image de K%, dans G%, (kp) soit P”(kr).
Il est facile d’identifier ensemble U p(kr) en décrivant les facettes F et F’ comme
en 2.2. On a forcément

Ygn C g1, Cagr = Cq,g Sia€XNgn et cq g1 = Cqg OUCy 4/ 5l A€ENg — Xgr.

Notons E I'ensemble des o € Xgv — g tels que o9 = cq,90. Alors Up(kp) est
limage dans G4 (kp) de HaeE Qe g Notons V' ce dernier groupe. Il est inclus
dans ng. Montrons qu’il est inclus dans K; . En effet, soit a € E. Les définitions
entrainent que a(z”) > a(z’') = cq,97. A fortiori, a(z) > a(z”) > cq,97. Si a € By,
On & Co,5 = a(x) > o 90 donc

Cor 2 Ca,57 €t K; NUL(F)=T, -, 2 Unep -

a,C,

Si o € X, cq,5 est le plus grand élément de I'y, qui soit strictement inférieur & a(z),
donc co,g = cq,97. On a encore K; NUs(F) = Ugye s O Uaye, 5- Cela démontre
I’assertion. On peut alors écrire

Is 5 (f, f') :/

(KyNKY,

/ f(gv) £ (gv) o dg.
v v
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On vient de voir que V C K ; et fg est invariante par ce groupe donc l'intégrale se
récrit

Lro (f.f) = /(K;HK;,)/V f5(9) /V J (gv) dv dg.

Pour g intervenant dans cette intégrale, notons g son image dans G4 (kr). On a en
fait g € PY(kp). A une constante positive prés provenant des mesures, l'intégrale
intérieure n’est autre que

> fl(gw).

ueUp(kr)
Ceci est nul car f’ est cuspidale. Donc Iy 4/ (f, f/) = 0, ce qui démontre le (i) de
I’énoncé.
Supposons maintenant F = F'. Alors M = My, = My, = G puisque (F,v) €
Fac’ .. (G,A). Dot FM = F = . Un calcul immédiat donne la formule (ii) de
I’énoncé, ce qui démontre celui-ci. O

Apres ces préliminaires, démontrons la proposition. Notons N un ensemble de
représentants du quotient

Normy (A)(F)\ Normg(A)(F)/(Normg(A)(F) N KY).

Fixons un sous-groupe parabolique @ € P(L). On définit comme en 3.1 une pseudo-
mesure sur Q(F)\G(F). On sait que G(F) est union disjointe des ensembles Q(F)nK$
quand n décrit N. Pour tout n € N, introduisons la fonction ¢,, sur G(F') & support
dans Q(F)nKY telle que

on(funk) = dg(¢) pour tous £ € L(F), u € Ug(F), k € KY.

On note m,, la valeur de son intégrale contre la pseudo-mesure sur Q(F)\G(F).
Puisque fy est invariante par K, la définition de D]Cf,( f) se récrit

3) D§(f5) = Y maDf(("(f5)ug)-

neN

Pour n € N, I'action de n transporte J en une facette nJ, le Levi M = Mg, en
le Levi nMn~! = M,5,, la facette I en une facette nF™ € Fac(nMn~1, A) et f
en une fonction "f € Ceysp((RMn=1)"11). On a "(f5) = ("f)ns. On applique le
lemme 1 en y remplagant F par nF et fg par ("f),s. Cette assertion nous dit que la
contribution D, (("fg)u,) de n & la formule (3) est nulle si nMn~" ¢ L. On note N°
le sous-ensemble des n € N tels que nMn~' C L. Pour n € N9, cette contribution
est mes(Ug(F) N K:?)Df,((”f)(n?y). Par définition, on a

(4 DE(("F)usye) = /

| O e )t (0 dt
Ap(F)\L(F) J L(F)

Notons N,, un ensemble de représentants du quotient

Ap(F)(KY, N Normp (A)(F))\ NormL(A)(F)/(K?ng)L N Normy, (A)(F)).
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On utilise maintenant la décomposition en union disjointe

L(F)= |] AL(F)Kg,n'K?ng)L.
n’€N/,

Pour n’ € N/, notons m/, la mesure de
AL(F\NAL(F)K§m/'K{, 51

Puisque les fonctions (™f )(ng')L7 resp. ff., sont invariantes par conjugaison par K ?n(]') Ls

resp. K%, la formule (4) se récrit
D" ) = m;ﬁ/ () ey (0) f (€) d.
n'€NY, L(F)

. . / / 7’ o, .
Pour n' apparaissant ci-dessus, on a ™ ("f) 52 = (" " f)(nng)r avec des définitions
similaires aux précédentes. Remarquons que M, 5, = n'nM(n'n)~!. La formule
ci-dessus se récrit

D%’((nf)(nff)L): Z m:ﬂ](n’n?)","f’(nlnfvf/)'

n’€N/,

Pour tout n’, on applique le lemme 2 en y remplacant F par n'n et f par " " f. Le (i)
de ce lemme nous permet de nous limiter aux n’ tels que

n'nM(n'n)™' =L, (n'nF)L =n/ngM =97

Notons N/ I'ensemble des n’ € N/, satisfaisant a ces conditions. En utilisant le (ii)
du lemme 2, on obtient

DE(("noye) = Y miy mes(K§) (" f, f).

’ 70
n’€N/S

En rassemblant ces calculs, on obtient

(5) D,Cj/ (f5) = Z Z my, mes(Ug(F) N Kz )m), mes(K$ ) (W f, f).

neNO® n’€N/0
On vérifie que de I'application
{(n,n)) | n € N° n' € N° — Normg(A)(F)
(n,n") — n'n
se déduit une bijection de I’ensemble de départ sur le quotient
Ap(F)(KY N Normg(A)(F)\N(M,FM, L, F.

Si N(M,FM L, J") est vide, on a donc D?,(fg) = 0, ce qui démontre le (i) de la propo-
sition. Supposons N (M,FM L, F') # @. On peut supposer que N(M,FM L F') est
égal a lensemble des n'n pour (n,n’) comme ci-dessus. Pour un tel couple, on vérifie
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les propriétés suivantes

KO? NQF) = (K g N L(F)) Ky N Ug(F)),

Ky NL(F) = K(nf)La cf. [36, Lem. 6];
Koy NUq(F) = K,z N Uq(F),
my, = mes(KYJ) mes(K(ng)L)*1 mes(K T NUq(F))™;

mes(K(ng)L) = mes(K%);
m!, = mes(Ap(F)\AL(F)K%) = mes(K%) mes(Ap(F).) ™ .
En utilisant ces propriétés, la formule (5) devient celle du (ii) de la proposition. O

3.7. ReLEvEMENT DE FoNcTiONs A G(F). Pour (F,v) € Fac™(G), notons C(G%)
I'espace des fonctions & valeurs complexes sur G4(kr) et notons £ l'espace des
fonctions sur G(F), a support dans K% et invariantes par multiplication & droite ou &
gauche par Ky . Ces espaces s’identifient comme en 3.4 : pour une fonction f € C(G%),
on identifie f & une fonction sur K/ K* +, on la reléve en une fonction sur K puis on
I'étend en une fonction sur G(F') par 0 hors de K%. On note fg la fonction obtenue7
qui appartient a £%.

Soit M un Levi de G et soit (Far, V) € Facg comp (M). Fixons une facette F € Fac(G)
telle que

(F,v) € Fac*(G), Mg, = Ms,,, et F* =3T).

C’est possible d’apres [36, Lem.6& 7]. On a M4 == G5 donc C(My,,) = C(G%).
Ainsi, pour f € C(M%,, ), on définit la fonction fs € E%.

Lemme. — L’%mage de fg dans I(G) ne dépend pas du choiz de F.

Démonstration. — Soit F' € Fac(G) satisfaisant aux mémes conditions que F. On doit
prouver que les images dans I(G) de fg et fg sont égales. On peut supposer F # F/
sinon c’est évident. On ne perd rien a supposer que (Far,v) € Facg comp(M, A).
Notons X limage réciproque de F%,; dans Imm(Gap). C’est un sous-ensemble de
App(A). Les ensembles F et F'” sont contenus dans X et sont des ouverts de cet
ensemble, cf. [36, Lem. 7]. Fixons des points z € F¥ et 2’ € F'”. Le découpage de
App(A) en facettes induit un découpage du segment [z,z’] en points et segments

ouverts. C’est-a-dire que 1’'on a des points z; pour ¢ = 1,...,n, des facettes F; pour
i=1,...,n—1 et des facettes F pour ¢ = 1,...,n de sorte que
[x’wl[:[‘r7x/]mg:v ]xn,x']:[x,x/]ﬁff';
|z, i1 =[x, 2']NTF; pouri=1,...,n—1;

{z;} = [z,2|NTF] pouri=1,...,n

2

Un élément k € Ki appartient a la fois a K et K¥,. Donc son action sur Imm(G)
fixe tout le segment [z,z']. Il en résulte que v appartient & N(F;) et a N(F/) pour
tout i et que 'on peut aussi bien ajouter des exposants v dans les égalités ci-dessus,
par exemple |z;, z;11[= [x,2'] N FY. On décrit les facettes comme en 2.2. Parce que
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M D Mg, D Mg, on a S5 = Xgu et, parce que FM = Fyy, on a ca5 = Ca,5,, pOUr
tout o € M. 1l en est de méme en remplacant F par J’. Fixons i = 1,...,n — 1.
L’ensemble X5, est celui des « tels que, pour un point y € J;, ou pour tout point
y € F;, a(y) appartient & T',,. Puisque [z, 2] N F; est ouvert dans [z, 2], il revient au
méme de dire que o € X5 N Xg et co,5 = cqo,97. La description ci-dessus entraine
alors X5, = X9 = Yg = Xg,,. Donc Mg, = Mgs. L’espace AM%U est le sous-
espace des points fixes de I'action de 1’élément k ci-dessus dans A My, - 1l en est de
méme en remplacant JF; par J. Puisque Mg, = Mg, cela entraine Mgl, = Mg, =
Mg,, . Enfin, on a évidemment FM = F);. Cela démontre que chaque facette F;
satisfait aux mémes conditions que F et F’. On peut définir une fonction fz, pour
tout 7 et il nous suffit de démontrer successivement que les fonctions fg, fo,,..., f5,_,
et fg ont méme image dans I(G). On est ramené au cas de facettes consécutives,
autrement dit au cas n = 1 dans notre construction. Notons simplement F” = F7.
Les facettes F et ' déterminent des espaces paraboliques P” et P" de G : KY est
inclus dans K%, et P"(kp) est 'image de K% dans G5 (kr). Ils ont un espace de
Levi commun M", qui est isomorphe a G et & G4, ou encore a My —: clest
'image de K% N KY,. La fonction f s’identifie & une fonction sur M" (kr). Notons fF
la fonction sur G%. (kr), a support dans P¥(kr), telle que f¥(mu) = f(m) pour
tous m € M”(kr) et u € Up(kr). 1l résulte des constructions que fg = (fF)gn.
Définissons une fonction f” sur G4, (kp) par I'égalité

o) =1Pke)™t Y P )

ZEGGQ»// (k}p)

pour tout g € Ggr(kp). En posant ¢ = |Ggn(kp)||P(kr)|~!, on voit que les
fonctions f, et c(fF)s» ont méme image dans I(G). Il en est donc de méme des
fonctions f4. et cfs. On a utilisé 'espace P” pour construire f”. On peut refaire
la construction en utilisant I’espace P’”. Le point est que la fonction f” obtenue
est la méme, c’est la fonction « induite » de f. Donc les fonctions f7,, et ¢fs ont
méme image dans I(G) et il en est de méme des fonctions fy et fg. Cela acheéve la
démonstration. O

REMARQUE. Le groupe K;g agit naturellement sur M4 (kr) et sur C(M%, ).
Pour g € K;g et f € C(M%,,), notons 9f 'image de f par I'action de g. Il résulte
du lemme que les fonctions (9f)5 et fg ont méme image dans I(G).

3.8. UN ESPACE DE FONCTIONS. On note E(G) le sous-espace de C°(G(F')) engendré
par les &4 quand (&, v) décrit Fac™(G). On note I€(G) 'image de €(G) dans I(G).

Pour M € £, ., le groupe Normg(A)(F) N Norme(M)(F) agit sur I’ensemble
Facy.x G-comp(M, A). Fixons un ensemble de représentants Facy .. c_comp (M, A) des

*
max,G-comp

orbites. Pour chaque (F/,v) € Fac (M, A), laction du groupe K;rﬁva sur

K5S
C(M?%,,) conserve I'espace Ceusp(M,,) et on note Ceysp(M,,)" M le sous-espace
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des invariants. On pose
v \KLE
S(GaM) = @ CCUSP( ?M) Tar
(Fn,v)EFack (M,A)

max,G-comp

Pour tout (Far,v) € Fac .. g comp(M; A), fixons comme dans la section précédente

une facette F§, € Fac(G, A) telle que
(F$;,v) € Fac*(G, A), Mgc , =M et (FGHM = T

Pour f € Ccusp(M;M)K;E, on a défini la fonction fyc sur G(F). L’application
= f:;f{ se prolonge par linéarité en une application de &(G, M) dans €(G). On note
e(G,M) : E(G,M) — I&(G) la composée de cette application et de la projection
E(G) = IE(G). On note Im(e(G, M)) 'image de e(G, M).

LemME. On a Uégalité 1E(G) =3y c  Im(e(G, M)).

S min

Démonstration. Soit (F,v) € Fac*(G) et f € C(G%). On veut prouver que I'image
de fs dans I(G) appartient & la somme des Im(e(G, M)). On ne perd rien & supposer f
invariante par conjugaison par G (kr). On sait que l'on peut écrire f comme somme
finie de fonctions « induites » Indf;y (farv) (la définition a été rappelée dans la preuve
précédente), ot M" est un espace de Levi de G¥ et fprv est une fonction cuspidale
sur M"(kp) invariante par conjugaison par M (kr) (cette décomposition résulte par
exemple de [4, Th. 2.11]). On peut aussi bien supposer que f est I'une de ces fonctions
induites, disons f = Ind§,. (f"). Fixons une telle fonction et un espace parabolique P”
de composante de Levi M". Au sous-groupe parabolique P correspond une facette
F' € Fac(G) dont adhérence contient F. On a encore (F,v) € Fac*(G) d’apres Uexis-
tence d’un espace P” de parabolique associé P. On a vu dans la preuve précédente
que les images dans I(G) de fs et de f5, étaient proportionnelles. Cela nous ramene
au probléme de départ on l'on a remplacé F et f par F et f’. En oubliant cette
construction, on peut supposer f cuspidale.

On peut conjuguer F et f par un élément de G(F'), cela ne change pas I'image
de fy dans I(G). On peut donc supposer F C App(A). Posons M = Mg ,. On a
défini la facette FM C Imm(Map) associée & F. On a v € Ng_comp(ffM) d’apres [36,
Lem. 6(i)]. La derniére assertion de ce lemme et 'égalité M = My, entrainent que
FM¥ est réduit & un point, c’est-a-dire que (M, v) € Fac’, (M, A). De nouveau, par
conjugaison, on peut supposer

MeclL,,, et (M v)c Fac (M, A).

max,G-comp

Les espaces G5 et M4y s’identifient, on peut considérer f comme un élément de
Crusp(M51r). Remarquons que F satisfait aux les mémes propriétés que la facette F¢
que l'on a fixée plus haut. D’apres le lemme 3.7, les fonctions fg et fg:]% ont méme
image dans I(G). La fonction f n’est pas forcément invariante par conjugaison par
K ;,\Cj Mais, d’apres la remarque 3.7, on peut moyenner f par laction de ce groupe
sans changer 'image de fy dans I(G). On peut donc supposer f invariante par K ;ﬁ
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On a alors f € E(G, M) et 'image de fy dans I(G) est égale a I'image de f par
Papplication e(G, M). O

3.9. Devx Espaces EN puaLitE. — Pour M € £ .., notons Da.comp(G, M) 'image
dans Dg_comp(G) de Vespace Deysp,G-comp(M). Si M = G, Dg-comp(G; G) est simple-

ment l'espace Deysp(G) déja défini. On a
DG—comp(GY) = Z ®G—c0mp(Ga M)

MeL i
Pour tout M € £,;,, on vérifie que le sous-espace
KLC
(1) H CCUSP(MZ‘"M) M C DCUSp,G—Comp(M)
(Fn,v)€Fac (M,A)

max,G-comp

s’envoie bijectivement sur D comp(G, M).

Prorosition

(i) Pour tout M € L ,,,
Vapplication D a DG-comp(G, M) est injective.

(ii) 1&(G), resp. DY (Dg comp(@)), est somme directe des ITm(e(G, M)), resp. des
D (Dg-comp(G, M)), quand M décrit L.,

(iii) Soient M, L € L ;. L’application

DG-comp(G, M) — Im(e(G; L))*
f— (D) tm(e(cs))

est nulle si M # L et est un isomorphisme si M = L.

Uapplication e(G, M) est injective et la restriction de

Démonstration. Tous ces espaces sont sommes ou produits d’espaces indexés par
des couples (Fps,v). Pour des raisons de support, on peut fixer v € N et remplacer
tous les espaces par les sous-espaces analogues oil on se limite au couples (Fpr, ')
tels que v/ = v, cf. 3.5. On gagne que ces espaces sont de dimension finie. En fait,
d’apres (1), les espaces Dgcomp(G, M) et E(G, M) deviennent isomorphes. Fixons
une base (f; rr)i=1,...ny de E(G, M), réunion de bases orthogonales des espaces

+.G
Cousp(M ;M)K’f M intervenant. En appliquant la proposition 3.6 et la remarque (2)
qui la suit, on voit que la matrice

(D%,M (e(G, L)(H)))M,LEL

. Smin»
1;1,..‘7nM,
j=1,...,nL

est diagonale, de coefficients diagonaux non nuls. Compte tenu du lemme précédent,
cela entraine toutes les assertions de ’énoncé. |

3.10. UN COROLLAIRE

COROLLAIRE
i) L’application linéaire DY : Dgcomp(G) — I(G)* est injective.
P

G
(if) L’application linéaire composée Deysp(G) LA I(G)* = Leusp(G)* est injective.
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Démonstration. Cela résulte de la proposition précédente, en se rappelant que
E(G; G) est formé d’apres sa définition de fonctions cuspidales. O

3.11. Insectivité pe DY, Pour M € £,;,, notons D(G, M) I'image dans D(G) de

espace Deysp(M). On a D(G) =3 e D(G, M).

ProposiTioN

(i) L’application D : D(G) — I(G)* est injective.

(ii) Pour tout n € Z, l’espace D(D(G)) N Ann" 1(G)* est égal a la somme des
D% (D(G, M)) ots M parcourt les éléments de £, tels que apr > n.

Démonstration. — Notons D"(G) la somme des D(G, M) ou M parcourt ’ensemble
de Levi indiqué ci-dessus. Par construction, on a

DYG) =D G) + Y D(G,M).
Meg?n

Il résulte des définitions que, pour tout M € L}, . D(G, M) est 'image naturelle

dans D(G) de chuSp(M)WG(M). On a aussi D%(D"(G)) € DE(D(G)) N Ann™ I(G)*.
On en déduit une suite d’applications

D Doy M)V @ DG, M) — DG)/DG)
MeLm MeLm

~min ~min

n

25 (DY(D(G)) N Ann" [(G)*)/(DC(D(G)) N Ann™ T 1(G)*)

S GIIG) @ Tewsp(M)WEOD,
MeL™

“min

n
~min>

Le corollaire précédent, appliqué aux Levi M € implique que l’application

composée est injective. Les deux premieres applications de la suite sont surjectives. Il
en résulte que 6" est injective. Pour n = ag, on a

DY (D(G)) N Ann*e I(G)* = DY(D(G)) = DY(D"(G)).
L’injectivité de 0™ pour tout n entraine alors par récurrence que, pour tout n, on a
DY (D(G)) N Am" I(G)* = DE(D™(G)) et Ker(DY) c D*(G).

Pour n = ays.. + 1, cette derniére relation implique I'injectivité de DC. |

min

3.12. VARIANTES AVEC CARACTERE CENTRAL. Pour un groupe topologique abélien et
localement compact X, nous appelons caractére de X un homomorphisme continu
de X dans C*. Soit £ un caractere de Ag(F). On note C2%(G(F)) l'espace des fonc-
tions sur G(F'), & valeurs complexes, localement constantes, telles que

flag) = €&(a)" ' f(g) pour tous a € Ag(F) et tout g € G(F)

et telles que l'image dans Ag(F)\G(F) du support de f soit compacte. Pour f €
C*(G(F)), notons fe la fonction définie par

fe(g) Z/A (F)f(ag)g(a) da.
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L’application linéaire f — f¢ est une surjection de CZ°(G(F)) sur C2%(G(F)).
De méme que l'on a défini I(G), on définit I'espace I¢(G). L'action de Ag(F) sur
C°(G(F)) se descend en une action sur I(G). Le groupe Ag(F) agit dualement sur
I(G)*. L’espace I(G)* dual de I¢(G) s’identifie au sous-espace des éléments de I(G)*
qui se transforment selon £. Précisément, un élément d de ce sous-espace s’identifie a
I'élément de I¢(G)* qui envoie fe sur d(f) pour tout f € CX(G(F)).

Soit F € Fac(G). Le groupe Ag(F) est contenu dans K. ; Il agit par multiplication
sur ce groupe. La multiplication par a € Ag(F') envoie un sous-ensemble K% sur
K5, ot on a posé v, = wg(a). Si (F,v) € Facl,(G), on a aussi (F,v +v,) €
Fac} .. (G). Dans ce cas, la multiplication par a se descend en un isomorphisme encore
noté

a: Ceusp(G5) — CCUSP(GV’J:LVG)-
Ces isomorphismes définissent une action de Ag(F) sur 'espace Deysp(G) (on prendra
soin de la distinguer de laction par conjugaison, qui est triviale). L’action du sous-
groupe Ag u(F) est triviale. L’action se descend en une action sur Deusp(G) que
Pon note (a, f) — f¢. Soit £ un caractére modérément ramifié de Ag(F), c’est-a-dire
trivial sur Ag ¢ (F). On note Deysp e(G) le sous-espace des éléments f € Deysp(G)
tels que f* = &(a)f pour tout a € Ag(F).

Plus généralement, on définit de méme les variantes « a caractére central » de
beaucoup d’objets déja définis (au sens ci-dessus : il s’agit d’un caractére £ de Ag(F)).
On les note en ajoutant un indice £ dans les notations. Notons en particulier 1’égalité

(1) DY(D(G)) NI(G) = D(De(@)),
qui résulte aisément de I'injectivité de DC. Plus généralement, si &1, ..., &, sont des
caracteres de Ag(F),

(2) péD@)N (Y UGE) =D Y Dea(@)).

i=1,...,n i=1,...,n

Démonstration. — On peut supposer les §; distincts. Par interpolation, si d appartient
au membre de gauche, les composantes d; de d dans chaque I(G)Zi sont combinaisons
linéaires finies de translatés d* pour des a € Ag(F). Or ces d* appartiennent tous a
D%(D(@)). Donc d; € DY (D(G)) N I(G)g, et il reste a appliquer I'égalité (1). O

4. ELEMENTS coMPACTS, P/ -ELEMENTS

4.1. RETOUR SUR LES ELEMENTS TOPOLOGIQUEMENT UNTPOTENTS. — Pour z € Gy, (F),
I’homomorphisme n +— 2™ de Z dans G(F') se prolonge en un homomorphisme continu
z + % de Z, dans G(F'). Il en résulte que,

(1) si J C G(F) est un sous-groupe fermé et s'il existe un entier ¢ > 1 premier a p tel
que z€ € J, alors x € J.

Ona:

(2) lapplication naturelle Gy, (F) — Gapu(F) est surjective; ses fibres sont les
orbites de l'action par multiplication de (Z(G)?)w(F) dans Gy (F).
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Démonstration. Notons m : G — Gap 'homomorphisme naturel. L’hypothese
(Hyp)(G) entraine que Gap(F)/m(G(F')) est d’ordre premier a p. Pour y € Gap tu(F),
il y a donc un entier ¢ > 1 premier a p tel que y° € 7(G(F)). D’apres (1), y appar-
tient & 7(G(F)). Soit & € G(F) tel que 7(z) = y. On décompose & = X5y, OU Tgg
est semi-simple, x, est unipotent et zg et x,, commutent. Fixons un sous-tore maxi-
mal T de G tel que xss € T(F) et fixons une extension galoisienne finie F’ de F,
de degré d premier & p, de sorte que T soit déployé sur F’. Posons Thq = T/Z(G).
L’élément 7(zys) est topologiquement unipotent. La projection Ty, (F') — Tad tu(E”)
s’identifie a
Xi(T)®z (L 4+pp) — Xu(Taq) @z (1 + prr).

Elle est surjective car I'hypotheése (Hyp)(G) implique que l'image de X, (T') dans
X« (Tha) est un sous-groupe d’indice fini premier & p. On peut donc choisir 1 € Tt (F”)
tel que m(z1) = m(vs). L'élément x; = Normep/ p(x1) appartient a Ty, (F) et
on a m(x2) = w(xd). Daprés (1), cela implique quil existe #3 € Tiu(F) tel que
m(x3) = m(2ss). L'élément xzx,, appartient & Gy, (F) et satisfait & 7(z3z,) = y. Cela
démontre la premiere assertion.

L’hypothese (Hyp)(G) entraine que Z(G)/Z(G)° est d’ordre premier a p. La se-
conde assertion s’en déduit par le méme argument qui prouvait ci-dessus que y ap-
partient & w(G(F)). O

On a:
(3) pour x € G, (F), 'image réciproque de Zg,, (2.q) dans G est égale & Zg(x).

Démonstration. Notons simplement Zg(z.q) cette image réciproque. Il est bien
connu que Zg(x) est un sous-groupe distingué d’indice fini dans Zg(x.q) et 'hypo-
these (Hyp)(G) implique que cet indice est premier a p. Soit g € Zg(xaq). 1l existe
donc un entier ¢ > 1 premier & p tel que g commute & z. Puisque ¢ € Zg(xaq)
il existe z € Z(Q) tel que g~lzg = zx. On a alors z¢ = 1. Or, puisque z et g~ lag
sont topologiquement unipotents, z est lui aussi topologiquement unipotent. L’égalité

2¢ =1 entraine alors que z = 1, donc g € Zg(x). a

On utilisera souvent la propriété suivante :
(4) soit z un élément semi-simple de G(F') et soit y € Zg(x)(F) N Gy (F); alors
Yy € Gy u(F).

En effet, ordre du groupe Zg(z)/G,. est borné par le nombre d’éléments du centre
du revétement simplement connexe de Gap. Il est donc premier a p d’apres (Hyp)(G).

4.2. ELEMENTS TOPOLOGIQUEMENT NILPOTENTS ET EXPONENTIELLE. — On note g l'al-
gebre de Lie de G. On appelle « conjugaison » par G l'action adjointe de G dans g.
Pour g € G, on note cette action de g, soit ad(g), soit X + gXg~'. On note greg
I’ensemble des éléments semi-simples réguliers de g.

Soit X € g(F'), fixons un sous-tore maximal T de G tel que Xy € t(F) et fixons
une extension finie F’ de F telle que T soit déployé sur F’. L’élément X est dit
topologiquement nilpotent si et seulement si x(Xgs) € ppr pour tout x € X*(T) (cela
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ne dépend pas du choix de T'). Une autre caractérisation est la suivante. Fixons une
sous-algebre d’Iwahori b de g, c’est-a-dire b = 5 pour une facette F € Fac(G) de
dimension maximale. Notons u son radical pro-p-nilpotent, c’est-a-dire u = Ef} pour
la méme facette. Alors X est topologiquement nilpotent si et seulement si X est
conjugué par un élément de G(F') a un élément de u(F'). On note g, (F) I'ensemble
des éléments topologiquement nilpotents de g(F).

On peut définir une application exponentielle exp qui envoie un voisinage de 0
dans g(F) sur un voisinage de 1 dans G(F) et qui est équivariante pour les actions
par conjugaison de G(F'). Sous I'hypothése (Hyp)(G), ces voisinages sont les plus
grands possibles, c’est-a-dire qu’on dispose de l'application exponentielle

exp : gtn(F) — Gtu(F)

équivariante pour les actions par conjugaison de G(F') et qui un homéomorphisme
entre les ensembles de départ et d’arrivée, cf. [9, App. B] pour cette propriété et celles
ci-dessous.

Pour ¥ € Fac(G), V'exponentielle se restreint en des homéomorphismes de
gn (F) N5 sur Gy (F) N KY et de & sur Kf. 11 s’en déduit une bijection

(gen(F) NEx) /65 — (Geu(F) N K3) /K.

On peut prolonger les paires K& O K;ﬁ et &5 D E; en des suites (K5, )nen €t
(5 n)nen de sorte que

- K3 =Kg0, Kf =Kg1, K5n D Kgpni1, penKgn = {1};

— by =ty0, & =51, b5, D by i1, Nnenty, = {0};

— pour n > 1, Ky, est un sous-groupe distingué de K; et €5, est un op-idéal
de ?:,v )

—pour n > 1, Ky, = exp(ts,) et exponentielle se réduit en un isomorphisme
de groupes de €5, /€5 11 sur Kg /K pi1.

4.3. Eréments p/-compacts. — Soit 2 € G(F). On dit que z est

— p’-compact si et seulement s’il existe un entier ¢ > 1 premier a p tel que ¢ =1;

— p’-compact mod Z(G) si et seulement si I'image z,q de x dans Gap(F) est p'-
compacte.

Pour z € G(F), fixons un sous-tore maximal 7' de G contenant zy. Alors :

— x est p’-compact si et seulement x = x4 et il existe un entier ¢ > 1 premier A p
tel que x(x)¢ =1 pour tout x € X*(T);

— z est p’-compact mod Z(G) si et seulement © = x4 et il existe un entier ¢ > 1
premier & p tel que x ()¢ = 1 pour tout x € X*(T') dont la restriction & Z(G) est
triviale.

Puisque les classes de conjugaison de sous-tores maximaux de GG sont en nombre
fini, on peut choisir une extension F’/F d’ordre premier & p telle que tout sous-tore
maximal de G soit déployé sur F’. Notons ¢ le nombre d’éléments non nuls de son
corps résiduel. C’est un entier premier a p. On voit qu’il n’y a qu’un nombre fini de
classes de conjugaison par G(F) d’éléments p’-compacts et que l'on a ¢ = 1 pour
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tout élément p’-compact de G(F). Plus généralement, on a z¢ € Gy, (F') pour tout
élément compact = € G(F). On a :

(1) tout élément compact x € G(F') s’écrit de facon unique & = Ty T4y, o0 T, est
p'-compact, Ty, € Gu(F) et zp et xy, commutent; de plus, z,/ et xy, appartiennent
N
a xZ.

Démonstration. — Comme on vient de le dire, z¢ est topologiquement unipotent.
. . ’
Soit ¢ I'inverse de ¢ dans Z,. On pose z, = ()¢ et 2,y = zx

. Ces termes satisfont

aux conditions requises et on voit que ce sont les seules solutions possibles. (|

On déduit de (1) et de 4.1(2) et (3) que
(2) tout élément x € G(F) compact mod Z(G) s’écrit © = Xy Ty, OU T est
p'-compact mod Z(G), x4y € Gu(F) et 2, et zy, commutent ; le groupe (Z(G)°)u (F)
agit sur I'ensemble des solutions : un élément z € (Z(G)")(F) envoie le couple
(T, Tpw) SUr (2271, ey 2) ; les solutions forment une unique orbite pour cette action ;
de plus, pour toute solution (xp, %), les deux éléments z,/ et xy, appartiennent &
I'adhérence du groupe Z(G)(F)z?.

On utilisera aussi la variante suivante. Soit Z un sous-groupe algébrique de Z(G).
Pour z € G(F), on dit que x est compact mod Z, resp. p’-compact mod Z, si et seule-
ment si 'image de x dans (G/Z)(F') est compacte, resp. p’-compacte. Supposons que
le quotient Z(G)(F')/Z(F') soit compact. Alors x est compact mod Z si et seulement
8’1l est compact mod Z(G) (la propriété analogue pour « p’-compact » est évidemment
fausse). On a
(3) tout élément x € G(F) compact mod Z(G) s'écrit © = Xy, OU T, est
p'-compact mod Z, v, € Gy (F) et zp et xy, commutent ; le groupe Z,,(F') agit sur
Pensemble des solutions comme en (2); les solutions forment une unique orbite pour
cette action.

4.4. p'-trimEnTs. — Soit x € G(F). On lui associe un sous-groupe parabolique Q[z]
de G et une composante de Levi L[z] de Q[z] de la fagon suivante, cf. [7]. L’élément x
agit par conjugaison sur g. On fixe une extension galoisienne finie F’ de F telle que
toutes les valeurs propres appartiennent & F’*. On note ¥ I’ensemble de ces valeurs
propres et, pour o € ¥, g, l'espace propre. Alors 'algeébre de Lie q[z] est la somme
des g, sur les 0 € ¥ telles que |o|pr < 1 et [[x] est la somme des g, sur les 0 € &
telles que |o|pr = 1. Le couple (Q[z], L[x]) étant uniquement défini et ne dépendant
que de Zg, il est défini sur F et conservé par Zg(xss). Cela entraine

(1) Zg(xss) C L[z], a fortiori Zg(x) C L[x] et x € L[x].

Par construction, z, vu comme élément de L[z], est compact mod Z(L[z]) (on dira
que z est compact dans L[z] mod Z(L[z])). Le Levi L[] est le plus grand Levi L de G
tel que x appartienne & L et que = soit compact dans L mod Z(L).

Nous dirons que x est un p’-élément si et seulement si x est p’-compact dans
Liz] mod Z(L[x]). Avec les notations ci-dessus, cela équivaut a ce que z = x4 soit
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semi-simple et, pour tout o € ¥ telle que |o|F = 1, o soit une racine de l'unité d’ordre
premier & p. On note G(F'),s 'ensemble des p’-éléments de G(F).

LemmEe
i) Tout élément x € G(F) s’écrit x = Ty Tty OU T, est un p'-élément, i, est
P I
topologiquement unipotent et x, et v, commutent.
ii) Pour une telle décomposition, les éléments x,y et xy, appartiennent a L|x|(F
P
et on a L[z, ] = Lix].
(iii) Pour une telle décomposition, on a

Za(z) = Za(xp) N Za(zn) et G =(Gz ).

P
(iv) La décomposition est unique modulo laction de (Z(L[z])°)tu(F) similaire a
celle de 4.3 (2).

Démonstration. — Considérons une décomposition x = yxy, ou xy, est topologique-
ment unipotent et y et xy, commutent. Montrons que

(2) Y, Tyy € Llx] et Llx] = Ly].

Les éléments y et xy, commutent & x et la premieére assertion résulte de (1). Notons
ici Zad, Yad €6 Tiuad les images de z, y et zy, dans L[z|ap(F). L’adhérence yfd

du groupe engendré par y,q est contenue dans le produit des deux groupes xfd et

thu}ad. Ce dernier groupe est compact puisque xy, est topologiquement unipotent. Le
premier est compact par définition de L[z]. Donc E est compacte, c’est-a-dire que y
est compact mod Z(L[z]). Or L[y| est le plus grand Levi L tel que y € L et y soit
compact mod Z(L). Donc L[z] C L[y]. On obtient 'inclusion opposée en échangeant
les roles de x et y (on a y = za}). Cela prouve (2).

On a vu que z appartenait a L[z] et était compact mod Z(L[z]). En appli-
quant 4.3 (2) dans le groupe L[z], on obtient une décomposition xz = zpx, ol
Ty, Tew € L[z](F), xp est p’-compact mod Z(L[z]), x4y est topologiquement uni-
potent et x, et xy, commutent. D’aprés (2), on a Ll[z,] = L[z], donc z, est
p'-compact mod Z(L[z,]), donc c’est un p’-élément. Cela démontre (i).

Pour une décomposition x = zp 1z, comme en (i), les éléments x, et xy, com-
mutent & x donc appartiennent & L[z] d’apres (1). Cela démontre la premiére asser-
tion de (ii) et la seconde résulte de (2). En définitive, les décompositions & = x, Ty
satisfaisant & (i) sont exactement les décompositions dans L[z](F) ol 'on impose
que x, est p’-compact mod Z(L[z]). Le (iv) résulte donc de 4.3 (2) appliqué dans le
groupe L[z].

Pour (iii), les commutants Zg(z) et Zg(x, ) sont contenus dans L[z] d’apres (1)
et la derniere assertion de (ii). On ne perd rien a supposer Liz] = G. Il est clair que
Za(zp )NZg(2e) C Za(x). L'image iy aq de 2, dans Gap appartient a ’adhérence
du groupe engendré par x,q4. L’'image g,q d’un élément g € Zg(x) commute donc &
Tiu,ad- D'apres 4.1 (2), cela implique que g € Zg(xyy,). Alors g appartient forcément
aussi & Zg(xp ). Cela démontre la premiere égalité de (iii). La composante neutre de
Za(zp) N Zg () est clairement (G, )z, d’olt la seconde égalité. O
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Pour = € G(F'), appelons p’-décomposition de x une décomposition z = x, Ty
satisfaisant aux conditions du (i) de I’énoncé.

4.5. Dicomposition pe G(F) assoctée avx p'-ELéments. — Pour tout € € G(F)y,
posons C(g) = eG. tu(F) = € exp(ge in(F)). Evidemment, action de G(F) par conju-
gaison conserve G(F), et, pour g € G(F), on a gC(e)g~' = C(geg™'). Posons
Cale)= U Clg7leg)= U g 'Cle)g.
gEG(F) geG(F)
On a déja utilisé le discriminant de Weyl DY (z) d'un élément x € G(F). Il y a de
méme un discriminant de Weyl D% (X) pour un élément X € g(F).

LemmE
(i) Pour e € G(F),, l'ensemble Cg(e) est ouvert et fermé.
(ii) Pour e € G(F),, il existe un nombre réel d%(e) > 0 tel que, pour tout X €
gen(F), on ait
DY (eexp(X)) = d%(e) D% (X).

(iii) On a les égalités

GF)= U Cle= U Cale)
EEG(F)p/ EEG(F)F/
(iv) Soient e, € G(F),. Alors C(e) = C(e') ou C(e) N C(e) = @. L’égalité a
lieu si et seulement s’il existe z € (Z(L[e])?)wu(F) tel que €’ = ez. Dans ce cas, on a

Liel = L', G.=Go et z€ G u(F).

Démonstration. — La propriété suivante est bien connue (cf. [12, Cor.2.4]) : soit
x € G(F) un élément semi-simple et V; un voisinage de 1 dans G, (F) ; alors il existe
un voisinage V,. de 1 dans G (F') contenu dans V, tel qu’en posant

B(z,Vy) ={9 'zyg |y € Vo, g € G(F)},

cet ensemble B(z, V) soit ouvert et fermé. Appliquons ceci & un élément semi-simple
x € C(e). On a G, C G, d’apres le (iii) du lemme 4.4. Prenons

Vi={y € G.(F) | ay € C(e)},

dont on déduit un voisinage V,. D’apres le choix de V, B(z, V) est contenu dans
C¢(e). La réunion des B(z,V,) quand x parcourt les éléments semi-simples de C/(g)
contient tous ces éléments semi-simples. Etant invariante par conjugaison, elle contient
tous les éléments semi-simples de Cg(g) et contient en fait Cg(e) tout entier : un
élément quelconque est conjugué a un élément arbitrairement voisin de sa partie semi-
simple. Mais G. ¢, (F') est compact modulo conjugaison par G¢(F) et donc Cg(e) est
compact modulo conjugaison par G(F'). On peut extraire un sous-recouvrement de
C¢(e) par un nombre fini d’ensembles B(z, V). Il s’agit en fait d’une réunion finie
puisque ces ensembles sont contenus dans Cg(e). Puisqu'ils sont ouverts et fermés,
on obtient (i).

J.E.P.— M., 2021, tome 8



224 J.-1.. WALDSPURGER

Les deux parties de la formule (ii) sont insensibles au remplacement de X par
sa partie semi-simple. On peut donc supposer X semi-simple. On fixe un sous-tore
maximal T de G¢ tel que X € t(F). On a aussi ¢ € T(F) puisque T commute
a e. Fixons une extension finie F’ de F telle que T soit déployé sur F’. On note
I'ensemble des racines de T dans G, L] resp. £G¢, le sous-ensemble des racines
dans L[e], resp. G.. On a X% ¢ RLE] Par définition,

DY(e) = [[Taes (1 — aleexp(X)))| 5
DGE(X) = |HQEEGE a(X)|F
Puisque exp(X) est topologiquement unipotent, a(exp(X)) appartient & 1+ pps pour
tout o € X. A fortiori |a(exp(X))|rr = 1. Si a € ¥ — XLE] on a |a(e)|p # 1 par
définition de L[e]. Puisque |a(exp(X))|r =1, on a
1 — a(eexp(X))|r = [1 — ale)]r
qui est non nul. Si a € XL a(e) est une racine de l'unité d’ordre premier & p
puisque ¢ est p’-compact mod Z(L[e]). Cette racine est égale & 1 si et seulement si
a € X%, SiaeXlll - %6 ona
ale)eor, — (1+pp) et alexp(X)) €1+ pp
donc encore
|1 — a(cexp(X))|p =1 —ale)|p = 1.
Enfin, si @ € ©%, on a a(e) = 1 donc
1 — a(eexp(X))|r = |1 — alexp(X))|p = [1 — exp(a(X))|r
avec a(X) € ppr, donc
11— afeexp(X))|pr = [a(X)] .

L’assertion (i) en résulte.

Le (i) du lemme 4.4 implique la premiére égalité du (i) d’ou trivialement la
deuxieme.

Soient ¢,¢’ € G(F), . Supposons C(e) N C(e’) # & et fixons x dans cette intersec-

tion. On peut écrire

r=cu=cu avecu€ Geu(F) et u' € Gor 1u(F).

Ces deux décompositions sont des p’-décompositions. D’aprés le (iv) du lemme 4.4,
il existe 2 € (Z(L[e])?)wu(F) tel que &’ = e2. Inversement, s'il existe un tel z, 'asser-
tion (2) de 4.4 appliquée & x = ¢’ = ez nous dit que L[e] = L[¢]. D’apres 'assertion (1)
de 4.4, on a
Gg S L[E}E et GE/ = L[E’]El . L[E]El.
Puisque z € Z(L[¢e])°(F), l'égalité &’ = ez entraine que L[e].r = L[e]. donc aussi
Ger = G.. On a aussi z € Ge 4 (F) et on en déduit que
C(e") = &'Ger 4u(F) = €2G. 1u(F) = G tu(F) = C(e).

Cela démontre (iv). O
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4.6. LE cas p’uN Livr. Soit M un Levi de G. On a dans M la méme propriété que
dans G, a savoir
M(F)= U Y,
e€EM(F),

ott CM(g) = e exp(m, 4 (F)). Le lemme ci-dessous énonce une propriété plus fine.

LEMME. Soit M un Levi de G. Alors
(1) GF)y NM(F) C M(F)y ;
(ii) M(F) = UEEG(F)p/ﬂM(F) CM(e).

Démonstration. — Soit € € G(F),y N M (F). Pour démontrer que € € M(F),, on doit
prouver que toute valeur propre de ad(e) dans m(F') qui est de valeur absolue 1 dans
une extension convenable de F', est une racine de I'unité d’ordre premier a p. Mais
une valeur propre de ad(e) dans m(F') est aussi une valeur propre de ad(e) dans g(F').
La propriété voulue résulte du fait que € € G(F), .

Soit # € M(F). Ecrivons une p/-décomposition de z dans G(F) : z = € exp(X),
ol X € gen(F). On a Ay C G, puisque z € M(F) et G C G, d’apres le (iii)
du lemme 4.4. Donc Ay C G., ce qui implique ¢ € M(F). Alors exp(X) = e 1x
appartient aussi & M (F). On en déduit que X appartient & m. ¢ (F') donc  appartient
a CM(¢g), ol £ appartient & G(F),y N M(F). O

4.7. UN LEMME SUR LES CLASSES DE CONJUGAISON ET LES ELEMENTS p’-coMPACTS MOD Z (G)
Levve. — Soit ¢ € G(F) un élément p’-compact mod Z(G) et soit F € Fac(G).
Supposons € € K;. Soit X € ge tn(F)NEsx. Alors, pour tout élément x € Eexp(X)K;,
il existe Y € g-(F)NEL tel que x soit conjugué a e exp(X +Y) par un élément de K.

La preuve est standard, on la rappelle pour étre complet.

Démonstration. Fixons un entier ¢ > 1 premier a p tel que ¢ € Z(G)(F). On intro-
duit les deux polynoémes

PT)=c (T '+ +T+1),

QI =c*1-T)c—1+(c—2)T +---+T°?)
a coefficients dans Z,. On a P(T) + Q(T) = 1. L'opérateur ad(e) dans g(F') est
semi-simple et ses valeurs propres dans F sont des racines c-iémes de I'unité. Alors
I’espace g se décompose en somme de I’espace propre associé a la racine 1, qui est g., et
de I'espace somme des espaces propres associés aux racines différentes de 1, notons-le
g+1. L'opérateur P(ad(e)), resp. Q(ad(e)), est le projecteur sur 'espace g, resp. gx1,
relativement & cette décomposition. On introduit des suites (Kg ,)nen €t (85 n)nen
comme en 4.2. L’action ad(e) par conjugaison conserve €5 ,, pour tout n. On a donc

Ef}“,n = E?,YL,E S E?,n,;ﬁla

ou t5ne = tyn Nge(F) = Plad(e))(ts,,)
et b n21 = trn N g1 (F) = Qad(e)) (tz,n).
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Posons by, = £5,, /85 ,11. L'opérateur ad(e) se réduit en un opérateur de cet espace,
que I'on note encore ad(e). On a encore

(1) Eﬁ?,n = Ei?F,n,s S3) E’T,n,;ﬁlv
ol Eff,n,s = Eff,n,s/éff,nJrl,s = P(ad(g))(%?,n)
et By 1 = b1 /b5 121 = Qad(e)) (B ).

On va prouver par récurrence sur n > 1 qu’il existe
Y, €g-(F)NtE, Z,€t5, et k,eKSf

tels que
ktak, = cexp(X +Y;,) exp(Z,).

Pour n = 1, il suffit de prendre Y; = 0, k1 = 1 et pour Z; 1’élément de E; tel que
x = cexp(X) exp(Z1). Supposons ces termes définis au rang n. Posons

xn =cexp(X +Y,).

Notons Z,, la réduction de Z,, dans €5 ,, et décomposons Z,, en Z,, . +Z,, +1 conformé-
ment & la décomposition (1). Relevons Z,, . en un élément Y, € €5, .. Les opérateurs
ad(exp(X +Y,,)) et ad(z,) conservent eux aussi les espaces t5 ,, pour tout n’ et ils se
descendent en des opérateurs sur Eg"n. Parce que exp(X +Y;,) commute a &, ces opéra-
teurs commutent a ad(e) donc préservent la décomposition (1). Sur 'espace €5 41, les
valeurs propres de ad(e) sont toutes différentes de 1 tandis que Popérateur ad(X +Y;,)
est nilpotent. Il en résulte que 1 —ad(z,,!) est inversible sur cet espace. On peut donc
fixer un élément Y, € €5, tel que Z, £ soit la réduction de (1 — ad(z,;1))(Y,)).
Posons h,, = exp(Y,’). C’est un élément de K5 ,. On a

B exp(Zp)h, b = x, exp(ad(z, ) (Y,))) exp(Z,) exp(~Y,).
Mais on voit que

exp(ad(z, ')(Y,))) exp(Z,) exp(=Y,)) € exp(Yy) K5 nt1-

Il existe Yy, 41 € g (F) NEL tel que exp(X +Y,,) exp(Y;)) = exp(X + Y,,+1). En posant
kn+1 = hpky, on obtient k;ilxkn—&-l =ecexp(X 4+ Yy4+1)2n+1 avec zpt1 € Ky pyq et il
reste & prendre pour Z, 1 'élément de 5 41 tel que 2,41 = exp(Zp4+1) pour obtenir
les éléments cherchés au rang n + 1.

On peut extraire des suites (Y,)n>1 et (kn)n>1 des sous-suites convergentes (en
fait, on n’en a méme pas besoin, les suites définies ci-dessus convergent). A 1a limite,
on obtient des éléments Y € g.(F) NEL et k € K tels que k~'zk = cexp(X +Y).
Cela acheve la preuve. O

4.8. UN COROLLAIRE

CoroLLarRe. — Soit € € G(F) un élément p'-compact mod Z(G), soit F € Fac(G)
et soit g € G(F). Supposons que € € K; et que g~ 'eg appartienne a EK;. Alors g
appartient & Zg(e)(F)K 5.

JIEP. — M., 2021, tome 8



REPRESENTATIONS ET QUASI-C ARACTERES DE NIVEAU 0; ENDOSCOPIE 2927

Démonstration. D’apres le lemme précédent, quitte & multiplier g & droite par un
élément de K}r, on peut supposer g~ leg = cexp(Y) avec Y € g. in(F). Puisque €
et g-leg sont tous deux p’-compacts mod Z(G), lassertion 4.3 (2) entraine que
Y € 3(G)(F). Donc g appartient & I'image réciproque dans G de Zg,,(€aq). On a
déja dit que le groupe Zg(e) est d’indice fini premier & p dans cette image réciproque.
Il existe donc un entier ¢ > 1 premier a p tel que g¢ € Zg(e). Mais, puisque Y
est central, on a g °eg® = cexp(cY). Donc Y = 0 et g-leg = ¢, clest-a-dire
g € Za(e)(F). O

4.9. UN LEMME SUR LES ELEMENTS p'-COMPACTS ET LES ESPACES DE Luvi

Levve. — Soit e € G(F) un élément p'-compact mod Z(G) et soit (F,v) € Fac*(G).
Supposons € € K. Notons € la réduction de € dans G5 (kr). Soit P” un espace

parabolique de GY. Supposons€ € P (k). Alors il existe une composante de Levi M"
de PV telle que € € MY (k).

La preuve s’inspire de celle de [29, Lem. 9].

Démonstration. — On note P le sous-groupe parabolique de G associé & P”. L’es-
pace up posseéde une filtration finie (u;);=1,.., définie par récurrence par u; = up
et, pour i > 1, u;11 est Pespace engendré par les [Uy, U;] pour Uy € uy et U; € u,.
La filtration se termine par w,, = {0}. On note U; = exp(u;). Les U, sont des sous-
groupes distingués de U p, les quotients U;/U;;1 sont abéliens et isomorphes aux
u;/u;11. On a U,, = {1}. Nous allons prouver par récurrence sur i que

(1) il existe une composante de Levi M; et un élément u; € U,;(kp) tels que
ad(z)(M;) = ad(u;)(M;).

Pour ¢ = 1, on choisit pour M ; n’importe quelle composante de Levi de P. Puisque
g € PY(kp), ad()(M) est encore une telle composante de Levi de P et on sait
que deux telles composantes sont conjuguées par un élément de U p(kr) = U1 (kp).
On choisit pour u; I’élément qui conjugue M7 en ad(g)(M ). Supposons le probleme
résolu au rang ¢ > 1. Fixons un entier ¢ > 1 premier & p tel que ° € Z(G). On voit
par récurrence sur un entier m > 1 que

ad(E™)(M;) = ad(u;m)(M;),

ot U m = ad(2™ ) (w;) - - - ad(8) (u;)u;. Pour m = ¢, on obtient M; = ad(u; .)(M;),
donc u; . = 1. Remarquons que ad(g) conserve la filtration (U ;) =1, ,. En notant X;
la réduction de u; dans U,;(kp)/U;+1(kr) et en écrivant ce groupe additivement, on
obtient

ad(F (X)) + - + ad(®)(X;) + X; = 0.

Par le méme argument que dans la preuve de 4.7, cela entraine ’existence d’un élément
Y, e Ui(kp)/U;t1(kr) tel que X; =Y; —ad(g)(Y;). On reléeve Y; en v; € U;(kp) et
on pose M ;11 = ad(v;)(M;). On calcule

ad(z)(Miy1) = ad(ui1)(Mit1),
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ol U1 = ad(?)(vi)uivi_l. Par construction de v;, on voit que u;+1 € U,41(kr), ce qui
résout le probléeme en ¢ + 1.

Pour i = n, le Levi M = M, est conservé par ad(g). Alors M"” = €M est une
composante de Levi de P” contenant z. O

4.10. Porints vixes pans Imm(Gap) p’UN ELEMENT p'-compact Mop Z(G)

Soit £ € G(F) un élément p'-compact mod Z(G). Notons M le commutant dans G
du tore déployé Ag.. Cest un Levide G. Onae € M et Ge C M (e et G, commutent
a Ag.). On a aussi Ay = Ag.. En effet, puisque G. € M, on a Ag. C M et,
puisque M commute & A, par construction de M, on a Ag, C Apr. Inversement,
puisque € € M, on a Ay C G. et, puisque Ap; commute a M, donc aussi au sous-
ensemble G, on a Ay C Ag. .

Comme en 2.3, notons Imm(Gap, M) la réunion dans Imm(Gap) des appartements
App(Ap) associés aux Levi minimaux M’ de M. L’action de M (F) sur Imm(Gap)
conserve le sous-ensemble Imm(G ap, M), il en est donc de méme des actions de € et de
G.(F). L’espace vectoriel Apr/Ag agit naturellement sur Imm(Gap, M) (il agit sur
chaque App(Aps) et ces actions se recollent). Cette action commute & celles de ¢ et
de G<(F). Notons Imm(Gap)® et Imm(Gap, M)* les sous-ensembles de points fixes
de laction de € dans Imm(Gap), resp. Imm(Gap, M). L’ensemble Imm(Gap, M)®
est stable par l'action de Apr/Ag. On note Imm(Gap, M)®/(Anr/Ag) Vensemble
quotient. L’action de G¢(F') se descend en une action sur ce quotient.

Prorosrtion

(i) On a légalité Imm(Gap)® = Imm(Gap, M)°.

(ii) L’ensemble Imm(Gap, M)¢/(Ar/Ac) muni de son action de G.(F) s’identifie
canoniquement ¢ Imm(G. Ap).

(iii) Soit F € Fac(G) telle que

FNImm(Gap)® # 2.

Alors Uimage de FNImm(Gap)® est contenue dans une facette F' € Fac(G.). L’action
naturelle de € sur Kg se descend en une action algébrique sur Gy et le groupe G¢ g+
s’identifie a la composante neutre G;O du sous-groupe des points fixres G5 par celte
action. Le groupe K2, est le groupe des g € G-(F) N K% tels que wg_(g) =0. On a

K;,ZGE(F)QK;, tg :gE(F)ﬁEg, E},Zgg(F)ﬂf}.

Démonstration. — Dans la seconde preuve de [30, Th.1.9], G.Prasad et J.-K.Yu
démontrent que Imm(Gap)® = Imm(Gap, M)® et que cet ensemble, muni de son
action de G.(F'), s’identifie & I'immeuble étendu du groupe G; aqa = G¢/Z(G). L’iden-
tification est canonique & translations pres par les éléments de Ay /Ag. Cela équi-
vaut aux assertions (i) et (ii). Soit F € Fac(G) telle que F N Imm(Gap)©® # <. Soit
z € FNImm(Gap)® # &, notons y son image dans Imm(Ge ap). Soit F' € Fac(G:) la
facette a laquelle appartient y. Plongeons les immeubles pour les groupes adjoints dans
les immeubles étendus. Comme on le sait, on peut définir un schéma en groupes G,
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défini sur op satisfaisant entre autres que G, (o) est le sous-groupe des éléments de
G(F) dont I'action sur 'immeuble étendu Imm(G) fixe z. On sait que la partie réduc-
tive de la composante neutre de sa fibre spéciale n’est autre que Gg. Dans [29, § 3],
cf. en particulier les définitions de 3.1 de cette référence, Prasad montre que ¢ agit
naturellement sur G, et il définit la composante neutre G5:° du sous-schéma des points
fixes G2. Il prouve que la composante neutre 924] de G, s’identifie & ce schéma 9;’0.
En passant aux parties réductives des fibres spéciales, on obtient que G, 5+ s’identifie
a G‘;’O. Cela entraine

(1) K$, c K3 NG(F).
En passant aux algebres de Lie, I'égalité G2, = G5 entraine aussi
2) by =ty Ng(F), & =tEng(F).

D’aprés 2.2 (5), ces égalités entrainent que F’ ne dépend pas de z et est uniquement
déterminée, ce qui est la premiére assertion de (iii). L’égalité

(3) K = Kf NG.(F)

se déduit par I'exponentielle de la seconde égalité de (2).

On peut préciser (1). D’apres la définition de K$,, K9, est contenu dans l'en-
semble des g € K3 N G.(F) tels que wg.(g) = 0. Inversement, un tel g fixe  donc
aussi y (la projection de Imm(Gap)® sur Imm(G. ap) étant compatible avec lac-
tion de G.(F)). Donc g € K;/. Puisque wg_(g) = 0, on a g € K%,. Cela démontre
I'assertion de 1’énoncé concernant K3, . ]

. .
5. (QUASI-CARACTERES

5.1. TransrORMEES DE FOURIER ET INTEGRALES ORBITALES. — Plusieurs notions que
lon a introduites sur le groupe G(F') ont des analogues sur 'algebre de Lie g(F).
Pour f € CX(g(F)) et X € greg(F), on définit I'intégrale orbitale I9(X, f). On dé-
finit aussi I'espace I(g) quotient de C°(g(F')) par le sous-espace des fonctions dont
toutes les intégrales orbitales sont nulles.

On fixe un caractere continu ¢ de F' de conducteur pr et une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée (-,-) sur g(F'), invariante par conjugaison par G(F'). On
sait que l'on peut la choisir telle que, pour toute F € Fac(G), E; soit le « dual »
de 5, c’est-a-dire que €5 est Pensemble des X € g(F) tels que (X,Y) € pr pour tout
Y € t5. On suppose qu’il en est ainsi. On définit la transformation de Fourier f +— f
dans C°(g(F)) par

fx) = / R ay

ol dY est la mesure auto-duale. La transformation f — f de C*(g(F)) se descend
en une transformation de I(g).

Notons Nil(g) I'ensemble des orbites nilpotentes dans g(F'). Pour tout O € Nil(g),
on fixe une mesure sur O invariante par conjugaison. Cela permet de définir I'intégrale

~

orbitale Iy sur C°(g(F')), puis sa transformée de Fourier f — Io(f). Notons greg
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I’ensemble des éléments semi-simples et réguliers de g. D’apres Harish-Chandra
([12, Th.4.4]), il existe une fonction j(O) localement intégrable sur g(F’) et locale-
ment constante sur greg(F), de sorte que

~

Io(f) = - F(YV)5(0,Y)dY

pour toute f € C°(g(F)).

Notons E D’espace des fonctions sur op engendré par les fonctions A — |A|™ pour
n € Z. 1l est immédiat que, si deux éléments de E coincident sur p% pour un entier
n > 0, alors, ils sont égaux.

On sait que, pour tout O € Nil(g) et pour tout Y € gree(F), la fonction X —
7(0,)2Y), définie sur op, appartient a E.

5.2. (QUASI-CARACTERES ET QUASI-CARACTERES DE NIVEAU (0. — Si 6 est une fonction
localement intégrable sur G(F') et invariante par conjugaison, il lui est associée la
distribution invariante D sur G(F') définie par

D(f) = /G(F) f(9)0(g)dg.

On appelle quasi-caractere de G(F') une distribution invariante D sur G(F’) associée
a une fonction p sur G(F') localement intégrable et invariante par conjugaison, qui
satisfait a la propriété suivante :
(1) pour tout z € G(F) semi-simple, il existe un voisinage U de 0 dans g,(F) et,
pour tout O € Nil(g,), il existe un nombre complexe c¢p o de sorte que, pour presque
tout Y €Y, on ait 1’égalité

Op(zexp(Y)) = Z cp0j(0,Y).
OeNil(gs)

REMARQUES
(2) Le voisinage U n’est évidemment pas uniquement déterminé, par contre les
constantes cp o le sont car les fonctions 3((9) sont linéairement indépendantes dans
tout voisinage de 0.
(3) Appliquée a z fortement régulier, cette propriété implique que, quitte & modi-
fier p sur un ensemble de mesure nulle, on peut supposer #p définie et localement
constante sur Gyeg(F).
(4) La condition que 0p est localement intégrable est redondante car une fonction
invariante par conjugaison et satisfaisant & la condition (1) est automatiquement
localement intégrable.
(5) Soit D € I(G)* et soit o une fonction sur G(F), localement constante et invariante
par conjugaison. On définit la distribution aD par (aD)(f) = D(af). Si D est un
quasi-caractere, alors aD 'est aussi.

Soit f € C(G(F)) une fonction trés cuspidale. On a défini la distribution Dy
en 3.1. On a :

(6) Dy est un quasi-caractere.
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Cf. [34, 5.9]. La fonction fp, se calcule de la fagon suivante. Soit © € Greg(F'). No-
tons M* le commutant de Ag, dans G. C’est le plus petit Levi M’ tel que € M'(F).
De plus z est elliptique dans M*(F). On sait définir I'intégrale orbitale pondérée

JS. (2. f) = DO (2)/? / Flg~"zg)orrs (g) dg.
Apyz (F)O\G(F)

Le poids vps= est calculé relativement a un sous-groupe compact spécial de G(F') fixé,
cf. [1], mais, parce que f est trés cuspidale, I'intégrale ci-dessus ne dépend pas de
ce choix, cf. [34, Lem. 5.2]. Pour tout tore déployé A’, posons m(A’) = mes(A’(F).).
D’apreés [36, 9(1)], on a alors

(7) Op, (x) = (=1)"¥" =29 D% ()~ 2m(An=)m(Ac) " Tij= (2, f)-

On appelle quasi-caractére de niveau 0 une distribution invariante D associée a
une fonction 0p sur G(F') localement intégrable et invariante par conjugaison, qui
satisfait a la condition

(8) pour tout € € G(F'),, pour tout O € Nil(g.), il existe un nombre complexe cp o
de sorte que, pour presque tout Y € g. 1, (F'), on ait I’égalité

Op(eexp(Y)) = Z ¢p.0j(0,Y).
OeNil(g.)

On a des variantes de ces définitions pour l'algébre de Lie. Soit D une distribution
invariante sur g(F') associée a une fonction 0p sur g(F') localement intégrable et
invariante par conjugaison. On dit que D est un quasi-caractere si 0p satisfait a la
condition

(9) pour tout X € g(F) semi-simple, il existe un voisinage U de 0 dans gx (F) et,
pour tout O € Nil(gx), il existe un nombre complexe cp o de sorte que, pour presque
tout Y € ¥, on ait 1'égalité

Op(X+Y)= Y ¢p0j(0,Y)
OeNil(gx)

On dit que c’est un quasi-caractére de niveau 0 si fp est & support dans gi, (F)
et que, pour tout O € Nil(g), il existe un nombre complexe ¢p,o de sorte que, pour
presque tout Y € g, (F), on ait 1'égalité

Op(Y)= > ¢poj(0Y).
O€Nil(g)

Si f € C*(g(F)) est une fonction trés cuspidale, on définit la distribution Dy sur
g(F) comme on 'a fait sur le groupe. Cette distribution est un quasi-caractere.

LEMME
(i) Tout quasi-caractére sur G(F'), resp. g(F'), de niveau 0 est un quasi-caractére.
(ii) soit D un quasi-caractére sur G(F') ; alors D est de niveau 0 si et seulement si,
pour tout € € G(F), et presque tout X € getn(F), la fonction X — Op(eexp(A\2X))
définie sur op appartient a E, cf. 5.1 .
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(iii) Fivons une décomposition G(F) = J.cg Cal(e), ou B est un sous-ensemble de
G(F)p . Soit D une distribution invariante associée d une fonction 0p qui satisfait a
la condition (8) restreinte aux € € B. Alors D est un quasi-caractére de niveau 0.

Démonstration. — 1l résulte de [34, Lem. 6.3(iii)] que, pour tout quasi-caractére D de
niveau 0 sur g(F), il existe une fonction tres cuspidale f telle que D coincide avec Dy
sur gin(F'). Puisque Dy est un quasi-caracteére, D Uest aussi, cf. remarque (5).

Soit maintenant D un quasi-caractére de niveau 0 sur G(F). Soit x € G(F) un
élément semi-simple. Ecrivons une p/-décomposition = = £ exp(X) avec X € ge tn(F).
Soit Y € g,(F). D’aprés 4.4(1),ona Y € g.(F) et Y commute a X. Donc zexp(Y) =
cexp(X+Y). SiY est assez petit, X +Y est topologiquement nilpotent. Par hypotheése
sur D, on a donc

Op(rexp(Y)) =0p(eexp(X +Y)) = Z ¢(D,0)j(0, X +Y).
O€Nil(g.)

Notons D’ le quasi-caracteére de niveau 0 sur g.(F') dont la fonction 6p associée est
définie par

0p(Z)= Y o(D,0)j(0,2)

O€Nil(g.)

pour Z € g in(F). On vient de voir que c’est un quasi-caractére. L’hypothese que z
est semi-simple implique que X D’est aussi. Il existe donc un voisinage U de 0 dans
(ge)x (F) tel que, pour presque tout Y € 9, on ait ’égalité

Op(X+Y)= > cpojl0Y).
O€Nil((ge)x)
Autrement dit, 0p(x exp(Y')) est égal & 'expression de droite pour presque tout Y €0.
Puisque (g:)x = gz, C’est exactement la condition (1) requise. Donc D est un quasi-
caractere, ce qui démontre (i).

Soit D un quasi-caractére sur G(F'). Si D est de niveau 0, la propriété énoncée
au (i) résulte de ce que les fonctions A — j(O, \2X) appartiennent a E. Inversement,
supposons la propriété en question satisfaite. Soit € € G(F'),/, fixons un voisinage U
et des constantes cp ¢, de sorte que (1) soit satisfaite. Soit X € g. tn(F') et supposons
cexp(AX) € Greg pour tout A € op (ceci est vérifié pour presque tout X). Les
fonctions

A — Op(cexp(A\?X))
et A— Z CD,o/jT(O,AQX)
0€eNil(g.)

appartiennent toutes deux a E (la premiére par hypothése). Pour un entier n assez
grand, A\2X appartient & ¥ pour tout A € p’%, donc les deux fonctions coincident
sur p. Elles sont alors égales. Pour A = 1, cela démontre 1'égalité

Op(eexp(X)) = Z ¢p,0j(0, X)
O€Nil(ge)
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et cela pour presque tout X € g ¢n(F'). Donc D est un quasi-caractére de niveau 0,
ce qui démontre (ii).

Pour (iii), il s’agit de voir que (8) est aussi satisfaite pour ¢ € G(F), — B. Ce
probléme étant insensible & la conjugaison par G(F'), on peut supposer que € € C(&’)
pour un ¢ € B. Ecrivons ¢ = ¢'exp(Z), avec Z € g in(F). D’apres le (iv) du
lemme 4.5, on a G. = G/ et Z est un élément central dans g.(F). Pour Y € g, on(F),
on a alors eexp(Y) =&’ exp(Z +Y) et, en appliquant ’hypothése (8) pour ', on a

Op(eexp(Y)) = Z cp,0j(0,Z+7Y).
OeNil(g.)

Mais les fonctions j(O) sont invariantes par translations par tout élément central dans
ge(F). Le Z disparait de l’expression ci-dessus et on aboutit & une expression comme
en (8) de dp(cexp(Y)). O

REMARQUE

(10) Cette preuve et la remarque (4) entrainent qu’'une fonction fp invariante par
conjugaison par G(F) et satisfaisant a la condition (8) est forcément localement in-
tégrable.

5.3. VARIANTE. Soit Z un sous-groupe algébrique de Z(G) tel que Z(G)(F)/Z(F)
soit compact.

Lemye. — Soit 8 une fonction définie presque partout sur Geomp(F'), invariante par
conjugaison et satisfaisant a la condition suivante :
— pour tout tout élément ¢ € G(F) qui est p’'-compact mod Z, pour tout O € Nil(ge),
il existe un nombre compleze co de sorte que, pour presque tout Y € g tn(F), on ait
l’égalité
Beexp(Y)) = Y coj(O,Y).
OeNil(g.)

Alors 0 est la fonction associée d un quasi-caractére de niveau 0.

Démonstration. — C’est un cas particulier du (iii) du lemme 5.2 : on prend pour
ensemble B la réunion de celui des éléments de G(F'),, qui ne sont pas p’-compacts
mod Z(G) et de 'ensemble des éléments p’-compacts mod Z. On a bien G(F) =
U.c Cale) d’apres 4.3 (3). Puisque 6 est a support dans Geomp(F), cette fonction
est nulle sur C(€) si € n’est pas p’-compact mod Z(G). Elle satisfait par hypothése
le développement requis sur Cg () si e est p’-compact mod Z. ]

5.4. INDUCTION DE QUASI-CARACTERES

Levve. — Soient M un Levi de G et DM un quasi-caractére de M(F). Posons
D = Ind$,(DM) .

(i) La distribution D est un quasi-caractére.
(ii) Si DM est de niveau 0, D est de niveau 0.
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Preuve. Le (i) est démontré dans [35, Lem. 2.3]. On note 6pn la fonction associée
a DM, Pour © € Geg(F), ensemble {g'zg | g € G(F) N M(F)} se décompose
en un nombre fini de classes de conjugaison par M (F). Fixons un ensemble X/ (z)
de représentants de ces classes. Par un calcul d’intégration facile, D est associé a la
fonction §p définie sur Geq(F') par la formule
(1) bo@) = S D) V2DM (1) 20 pu (y).

yE€Xn (x)

Soient € € G(F) et X € ge tn(F). Posons x = cexp(X) et supposons & € Greg(F).
Pour tout y € Xa(x), soit g, € G(F') tel que gy’lxgy = y. Posons ¢, = g;lsgy et
Xy = gy’ngy. On a y = ¢, exp(X,) et ceci est une p’-décomposition de y. Le grou-
pe Ay commute a y puisque y € M(F). Il commute & ¢, et X, d’apres le (iii) du
lemme 4.4. Donc e, € M(F) et X,, € m. (F). De plus €, est un p’-élément dans M (F)
d’apres le (i) du lemme 4.6. Soit A € F* tel que AX soit encore topologiquement
nilpotent. Posons 2’/ = cexp(AX). L’élément z’ appartient encore & Gyeg(F). Les
éléments e, exp(AX,) = gy_lx'gy sont tous des éléments de M (F') conjugués & a’ par
un élément de G(F'). Montrons que
(2) st v,y € Xu(z), avec y # ¢/, alors e, exp(AX,) et g, exp(AX,/) ne sont pas
conjugués par un élément de M (F).

Démonstration. — Supposons qu’il existe m € M(F) tel que m™'e, exp(AX,)m =
gy exp(AX,/). En posant h = gymgzj,l, on a alors h~'z'h = 2'. Puisque 2’ € Gyeg(F),
onah € Gy(F), dott h € Ge(F) d’apres le (iii) du lemme 4.4. On voit alors que
m~te,m = g,/, ot aussi mAX,m = AX,. Il en résulte que m~' X, m = X/, puis
que m~tym = y’. Mais cela est contradictoire avec la définition de X (), ce qui
démontre (2).

En conséquence de (2), 'ensemble X,/(z') a au moins autant d’éléments que
Xn(x). La situation étant symétrique en = et 2, ces deux ensembles ont méme
nombre d’éléments. Alors (2) nous dit que 'on peut choisir pour Xjs(2’) 'ensemble
{eyexp(AXy) | y € X (2z)}. On remplace maintenant A par A\?, avec A € ap. L'éga-
lité (1) pour cexp(A2X) devient
Op(cexp(A\?X))

= Y D% eexp(N’X))"2DM (e, exp(\2 X))/ *0pu (e, exp(A*X,)).
yEX M (@)
D’apres le (ii) du lemme 4.5, cela se récrit
Op(c exp(A’ X))
= 30 %) DO (N X) T M () DM (2 X,) 2 (e exp (WX, ).
yeXn(x)
Comme fonction de A, le terme D%w (A\2X)~1/2 resp. DMev (\2X,)/2, est produit
d’une constante et d’une puissance entiére de [A|p. Si DM est de niveau 0, le terme
Opr (e exp(A\2X,)) appartient a F d’apres le (ii) du lemme 5.2. Donc la fonction
A — Op(eexp(A2X)) appartient & E, ce qui prouve que D est un quasi-caractére de
niveau 0 d’apres le méme lemme. ([l
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Un cas particulier de la formule (1) nous servira plus tard. Supposons
x € Greg(F) N Men(F).

Fixons un ensemble de représentants N (M) du quotient Normeg(M)(F)/M(F).
On vérifie que l'on peut choisir pour ensemble X, (z) 'ensemble

Xy (z)={n"tan |nc N(M)}.
On a aussi DM (n=1zn) = DM (z) pour tout n. La formule devient

(3) Op(z) = D ()" /2DM ()2 " Opu(n~'an).
neEN(M)

5.5. L'eseace D(g). — Soit F € Fac(G). On note g4 l'algebre de Lie du groupe G
et g ni) son sous-ensemble des éléments nilpotents. On note Ceysp(@s 1) espace des
fonctions sur g4(kr), & valeurs complexes, a support nilpotent, qui sont invariantes
par conjugaison par G (kr) et cuspidales. On note Facyax(G) Uensemble des facettes
réduites & un point (c’est-a-dire les sommets de I'immeuble).

A T'aide de ces objets, on définit des espaces Deusp(8); Deusp(8), D(g) et D(g) de
facon similaire a ceux de 3.4. On pose

Deusp(9) = D Ceusp (g’f,nil)v
FeFacmax (G)

D(g) = B Doy (m).

ou M parcourt les Levi de G. Le groupe G(F) agit naturellement sur ces espaces
et on note Deysp(g) et D(g) les espaces de coinvariants. On définit une application
lindaire D¢ : D(g) — I(g)* : pour un Levi M, une facette Fpy € Facyax (M) et une
fonction f € Ceysp(Ms,, nil), on reléve f en une fonction fy,, sur m(F) qui est tres
cuspidale et on pose DY = Ind]\G/I(D%M) (en notant encore Ind$; : I(m)* — I(g)* 'ho-
momorphisme d’induction). L’application D se quotiente en une application définie
sur D(g).

Prorosririon
(i) L’application D : D(g) — 1(g)* est injective.
(ii) Son image est lespace des quasi-caractéres de niveau 0 sur g(F).

Démonstration. — Pour F € Fac(G), notons Eg n; I'espace des fonctions sur g(F) a
valeurs complexes & support dans €5 N gy (F) et invariantes par translations par E;.
Notons €(g) le sous-espace de C°(g(F)) engendré par les g ny pour F € Fac(G).
On note I€(g) son image dans I(g). Les démonstrations des paragraphes 3.6 & 3.10
qui concernent des fonctions sur G(F) s’adaptent a l’algebre de Lie et conduisent aux
mémes conclusions :

(1) la composée de DY et de la restriction I(g)* — I€(g)* est un isomorphisme de
D(g) sur cet espace;

G
(2) lapplication linéaire composée Dcysp(9) o, I(g)* — Leusp(g)™ est injective.

L’assertion (1) entraine que D¢ est injective.
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Notons H le sous-espace de C°(g(F)) engendré par les fonctions f pour lesquelles
il existe une sous-algebre d’Iwahori b de g de sorte que f soit invariante par b. En
notant u le radical pro-p-nilpotent de b, cette invariance équivaut a ce que f soit a
support dans u. En se rappelant que g¢,(F') est I'ensemble des X € g(F) tels qu’il
existe une telle algebre u de sorte que X € u, on voit facilement que H est I’ensemble
des fonctions f tels que le support de fsoit contenu dans gi,(F'). Remarquons que,
pour f € &(g), le support de f est contenu dans g, (F), donc f € H. Notons IH
image de H dans I(g) et 1€(g) Vimage de 1€(g) par transformation de Fourier.

Rappelons qu’un élément X € g(F) est dit entier s’il existe une facette F € Fac(G)
de sorte que X € t5. Notons I(g)%,, I'espace des distributions invariantes sur g(F') a
support entier.

Soient M un Levi de G, Far € Facmax(M) et f € Cousp(Mg,, ni). On a D? =

Ind$,; (DM ). On vérifie que la transformée de Fourier D¢ de la distribution D¢ est
M= f5 ), f !

*
ent

égale a Ind]\G/I(Dj\g ). La fonction J/c\ng étant & support dans t5,, donc entier, on a
F

M
DJ? € I(g)%,- On note D¥(D(g)) I'image de D(D(g)) par transformée de Fourier.

Notons ¢ : C[Nil(g)] — I(g)* Papplication qui, & une orbite nilpotente O, asso-

*
ent*

cie lintégrale orbitale Iy. Son image est bien stir contenue dans I(g)%,;. On a un

diagramme commutatif

13"
NG J * \A *
D%(D(g)) —— 1(9) &ne P 1€(g)
i\ 4
C[Nil(g)]

L’application j est I'injection naturelle. Les applications res et r sont les restrictions.
Les applications p; et py sont celles qui rendent le diagramme commutatif. Dans
[8, Th.2.1.5], DeBacker a prouvé les assertions suivantes :

(3) les applications res et p; ont méme image ;
(4) p1 et po sont injectives.

Soit f € D(g). Par construction, D? est & support dans g, (F'). Pour prouver
que D? est un quasi-caracteére de niveau 0, il suffit de prouver que D? coincide sur
cet ensemble avec une combinaison linéaire de transformées de Fourier d’intégrales
orbitales nilpotentes. D’apres ce que l'on a dit ci-dessus, il suffit de prouver que 13?
coincide sur H avec une combinaison linéaire d’intégrales orbitales nilpotentes. Autre-
ment dit, il suffit de prouver que reso j (ZA)?) appartient a 'image de p;. Cela résulte
de (3).

Inversement, soit d un quasi-caracteére de niveau 0. Notons 671 € IH" la restriction
de d & I. Le quasi-caractére d coincide sur g, (F') avec une combinaison linéaire de
transformées de Fourier d’intégrales orbitales nilpotentes. Donc d coincide sur H avec
une combinaison linéaire d’intégrales orbitales nilpotentes. C’est-a-dire que 671 appar-
tient & l'image de p;. Soit N7 € C[Nil(g)] tel que dy = p1(Ny). Par transformation
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de Fourier, I'assertion (1) dit que 'application roresoj est un isomorphisme. Il existe
donc f € D(g) tel que r(dy) = r o res oj(D]Cf). D’aprés (3), il existe No € C[Nil(g)]
tel que res o j(ﬁ?) = p1(N2). On a alors

pQ(NQ) =T Opl(NQ) =Trores Oj(ﬁ?) = ’/‘(C/l\l) =T Opl(Nl) = pQ(Nl).
D’apres (4), cela entraine Ny = No. D’on
C?1 =p1(N1) =p1(N2) = resoj(ﬁ?).

Autrement dit, les distributions d et f)? coincident sur H. Donc d et D? coincident
sur ge, (F'). Mais elles sont toutes deux & support dans cet ensemble. Donc d = D]Cf7
ce qui acheve la démonstration. O

5.6. FiLrrRATIONS SUR L’ALGEBRE DE LIE. Pour tout n € Z, notons Fil" I(g) I'image
dans I(g) du sous-espace des f € C®(g(F)) qui satisfont & la condition : pour tout
Levi M tel que dim(Ays) > n et tout X € greg(F) Nm(F), on a I9(X, f) =0. On a

Filec 1 I(g) = {0} C Fil*® I(g) = Leusp(g) C - -+ C Fil*min I(g) = I(g),
et, en posant Gr™ I(g) = Fil" I(g) /Fil" ' I(g), on a

Gr'I(g) > @ Lusp(m)" 0.
MeLl,
Notons Ann"I(g)* Pannulateur de Fil"~*I(g) dans I(g)*. On a
Ann®min T (g)* = {0} C Ann™min I(g)* C -+ C Ann®¢ I(g)" = 1(g)",
et, en posant Gr" I(g)* = Ann" I(g)*/Ann" " 1(g)*,

(1) Grn I(g)* ~ @ Icusp(m)*WG(M)'
MeLy,
Notons Qco(g) espace des quasi-caracteres de niveau 0 sur g(F'). Notons Qcf(g)
la somme des Ind$;(Qco(m)) sur les Levi M tels que dim(Ays) > n. Notons aussi

D"(g) la somme des images dans D(g) des Deysp(m) sur les mémes Levi M.

LemME. Pour tout n € Z, on a l’égalité
Qcg (9) = Qeo(g) N Ann" I(g)* = D(D"(g)),

et l’isomorphisme

Qct(9)/Qci™ (@) = @ DM (Dewsp(m)"M0).
MeLm
Démonstration. — L’égalité Qcli(g) = DY (D" (g)) résulte des définitions et de la pro-
position 5.5 appliquée aux Levi M tels que dim(Aps) > n. Notons I(g)%;, le sous-espace
des distributions sur g(F') & support nilpotent. Autrement dit I(g)¥, = ¢(C[Nil])
avec les notations de la preuve précédente. On a prouvé en [24, Prop.1.5.3] que
I(g)*, N Ann"I(g)* était la somme des Ind$,(I(m)*,) ot M parcourt les Levi tels
que dim(Ays) > n. Les filtrations sont invariantes par transformées de Fourier. Cela
résulte de ce que, pour toute f € C°(g(F)), tout Levi M et tout X € m(F) Ngreg (F),
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IG(X, f) ne dépend que des I¢(Y, f) pour Y € m(F) N Oreg (F'). Notons T(g):‘lil

'~

*
nil

par transformée de Fourier. On obtient que I(g)*;, N Ann"I(g)*

nil

I'image de I(g)
est la somme des Ind$; (T(m);“nl) ou M parcourt les Levi tels que dim(Aps) > n. Soit
d € Qco(g) NAnn" I(g)*. Par définition d’un quasi-caractere de niveau 0, d est la res-
triction a gen (F') d’'un élément dy € /I\(g)’;il. Puisque d € Ann" I(g)*, do annule tout élé-
ment de Fil"~* I(g) & support topologiquement nilpotent. L’espace Fil" ™ I(g) est inva-
riant par Paction de F'* par homothétie. Puisque T(g);ﬂ est engendré par des éléments
homogenes, sinon par 'action de F'*, du moins par I’action du sous-groupe des carrés,
dire que dy annule tout élément de Fil" "' I(g) & support topologiquement nilpotent
équivaut a dire qu’il annule tout Fil" ' I(g), c’est-a-dire que dy € A(g):‘lil NAnn"I(g)*.
Donc dy = 3, Ind§; (dasro), ott Pon somme sur les Levi M tels que dim(Ay) > n
et oll dp0 est un certain élément de T(m);"lﬂ. Donc d = 3", Ind$; (dar), ot dys est la
restriction de dpz,0 & myy (F). Cet élément dps appartient & Qco(m). Donc d € Qcj(g).
Cela démontre I'inclusion Qco(g) N Ann" I(g)* C Qcf(g) et Uinclusion opposée est
évidente.

On a
Qc(9)/Qcit (g) = DY(D"(g)) /DY (D" (g))

et, d’aprés ce que l'on vient de prouver, cet espace s’envoie injectivement dans
Gr"I(g)*. Par définition, D% (D"(g)) est la somme

de DG(®n+1(g)) et de DG(@M&&". ®c11sp(m))'
Ce dernier espace a donc méme image dans Gr™ I(g)* que Qcf(g)/Qci ™t (g)*. Soit

MeL! et f € Deysp(m).

L'image de D§ dans Gr"I(g)* est nulle dans les composantes Ieysp(m’ W e
de la décomposition (1) pour M’ # M et est I'image naturelle de D;‘[I dans
Icusp(m)*WG(M)

restreint au sous-espace Iygp(m)

pour M’ = M (c’est-a-dire I'image de D}” dans Icusp(m)* que 'on
WE(M)) En moyennant sur le groupe WY (M), on
obtient que Qcj(g)/Qch™(g) s’identifie & la somme des images de ﬂcusp(m)WG(M)
dans Icusp(m)*WG(M). D’apres le (2) de 5.5, Dcusp(m)WG(M) s’envoie injectivement

dans Icusp(m)*WG(M ), ce qui achéve la démonstration. O

5.7. UN PREMIER THEOREME

TuEoREME. L’image de Uapplication DE : D(G) — 1(G)* est formée de quasi-
caractéres de niveau 0 sur G(F).

Démonstration. En vertu du (ii) du lemme 5.4, il suffit de prouver que, pour tout
élément f € Deysp(G), D? est un quasi-caractere de niveau 0 sur G(F). La famille f
peut étre infinie mais la définition des quasi-caractéres de niveau 0 est locale et,
localement, seuls un nombre fini de fonctions de la famille f interviennent. On peut
donc aussi bien supposer qu’il y a une seule fonction. C’est-a-dire que ’on peut fixer
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(F,v) € Facy, (G) et f € Ceusp(G%) et supposer que f est réduit a Punique fonc-
tion f. On a alors D? = D]g?. C’est un quasi-caractere d’apres 5.2 (6). On note 6 sa
fonction localement intégrable associée. Soit & un élément de G(F') qui est p’-compact
mod Z(@). On doit calculer §(e exp(X)) pour tout X € g. 1n(F) tel que € exp(X) soit
fortement régulier. On peut évidemment supposer v = wg (), sinon cette fonction est
nulle. Fixons X. Notons 7' le commutant de X dans G, qui est aussi le commutant
de eexp(X) dans G. Notons M le commutant de Ap dans G. C’est un Levi de G
contenant € et exp(X) par construction. On pose M, = G. N M. C’est un Levi de G,
et ona X € m.(F). L’élément X est elliptique dans m.(F') et e exp(X) est elliptique
dans M (F'). Notons que Ar = Ay, = Ap. D’apres 5.2(7), on a

(1) O(eexp(X)) = (~1)*4 =< DY (e exp(X)) ™"/ ?m(Arr)m(Ac) ' Ifj (e exp(X), fx)

= (=)™ Cm(Ay)m(Ac) " fr (g™ e exp(X)g)un(g) dg.
A (FN\G(F)

Pour g € G(F'), on a
(2) g teexp(X)g € K4 si et seulement si g~'eg € K% et g~ exp(X)g € K§.

En effet, soit ¢ > 1 un entier premier & p tel que ¢ € Z(G)(F). Supposons
g teexp(X)g € KY4. Alors g~ e exp(cX)g € K; On a aussi

g ecg € Z(G)(F) c K.

Donc g~ lexp(cX)g € K;. Il en résulte que g~ lexp(X)g € K; et, puisque c’est

“Lexp(X)g € K. Puisque

un élément topologiquement unipotent, on a forcément g
g 'eexp(X)g € K%, cela entraine g~'eg € K%. La réciproque est évidente. Dot (2).

On a aussi :

(3) la classe de conjugaison par G(F) de € coupe K en un nombre fini de classes de
conjugaison par KJ.

En effet, notons Cl(¢) cette classe de conjugaison par G(F'). C’est un sous-ensemble
fermé de G(F'), donc son intersection avec K% est compacte. L’application

Za(e)(F)\G(F) — Cl(e)
g9 'eg
est un homéomorphisme. Puisque les orbites de l’action de Kgr sur l'ensemble de
départ sont ouvertes, il en est de méme de celles sur ’ensemble d’arrivée. Puisque
Cl(e) N K} est compact, il n’y a donc qu'un nombre fini de telles orbites, d’ou (3).
Notons I'; I'ensemble des g € G(F) tels que g~'eg € K. En conséquence de (3),

I'ensemble G.(F)\I'./KY est fini. Fixons-en un ensemble de représentants . Pour
tout v € -, définissons comme en 3.4 la facette vF et posons

my =mes(G<(F) N KJ3) 7",
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la mesure étant calculée relativement a la mesure implicitement fixée sur G.(F').
On vérifie la formule d’intégration
/ plg)dg =" mv/ / (gvk) dk dg
AJW(F)\FE yEY A]\J(F)\GE(F) Kg.
pour toute fonction intégrable ¢ sur Ay (F)\I'e. On applique cela & la fonction
¢(9) = fr(g~ e exp(X)g)vn(g).
La fonction fy est invariante par conjugaison par KY. On voit que

fr(k™ Iy g e exp(X)gvk) = (7 f)ya (e exp(g™ X g))
pour tous v € v, g € G(F) et k € KJ. Pour de mémes v et g, posons

va(9) = [ omlgrb) .

Ky

Grace a (1) et (2) et a I’égalité Ap;. = Apy, on obtient
(4) Oeexp(X)) = (=1)™=""“m(Ap, )m(Ac) ™

. Z m.
vEY

Fixons v € 7. Par définition de cet ensemble, on a ¢ € K75 Introduisons la facette
J!, € Imm(Ge ap) associée a yJ, cf. proposition 4.10 (iii). Le groupe GE;JWw est la
composante neutre de (G,5)°. Notons £ la réduction de ¢ dans G’ 5(kr) et (7f)’
la fonction sur G. g/ (kr), & support unipotent, définie par (7f)'(z) = (7f)(Ez),
pour tout élément unipotent z € G g: (kp). De (7 f)" se déduit une fonction (Vf)’,f,7
sur G¢(F).

/ (' ) (= oxp(g™ X g))orr () dy.
Apm, (F)\G:(F)

LeEvmE
(i) Pour tout g € G<(F), on a légalité

("f)yz(cexplg™ Xg)) = (' f)5, (exp(g ™' Xg))-
(ii) Si dim(Ag,) > dim(Ag) ou si I, n’est pas réduit a un point, (7 f)" = 0.

iii) Supposons que Ag. = Ag et que F., soit réduit d un point, c’est-a-dire F. €
e Yy Y
Facimax(Ge). Alors (7 f) est cuspidale.

Démonstration. — Pour simplifier la notation, on suppose v = 1, on pose F = S"fy et
f=07).

Pour y € K3 N G.(F), la réduction y de y dans Gg(kr) appartient a (Gx)*(kr).
Mais, si y est topologiquement unipotent, on peut remplacer dans cette relation le
groupe (G)® par sa composante neutre G- 57. De plus cette réduction 7 est unipo-
tente. En appliquant cela a y = exp(g~'Xg), on en déduit le (i) de I’énoncé.

Notons Ag- le plus grand sous-tore central et déployé de Ge 5/. Notons M’ son
commutant dans G, qui est un Levi de ce groupe. Fixons un élément =, € X, (Ag)
en position générale, notons P’ le sous-groupe de G5 engendré par M’ et par les
groupes radiciels relatifs & l’action de A4 associés aux racines « telles que (o, z,) > 0.
C’est un élément de P(M’). Le tore Ags est contenu dans I’ensemble des points fixes
de l'action de & sur G. Il en résulte que cette action conserve M’ et P’. Alors
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P = gP’ est un espace parabolique de G% d’espace de Levi M" = zM’. Sur la
cloture algébrique kp, les valeurs propres de 1'action de Z dans up sont des racines
de T'unité, puisque € est p’-compact mod Z(G). L’espace des points fixes de I’action
de & dans g4 est g_ 4, qui est inclus dans m’ par définition de M. Donc les valeurs
propres de 'action de € dans ups sont toutes différentes de 1. Il en résulte aisément
que, pour tout élément unipotent m € M’ (kr), action 1 — ad(zm) dans up/ (kp) est
un isomorphisme. Pour un tel élément 7, il s’en déduit 1’égalité

S fem= Y f@iem).

weU pr (kr) ueU p/ (kF)

Puisque f est invariante par conjugaison, le membre de droite n’est autre que
|U pr(kr)|f(ZR). Supposons que P’ soit un espace parabolique propre de G%. Alors
le membre de gauche est nul puisque f est cuspidale et invariante par conjugai-
son. Dans ce cas f(gm) = 0. A fortiori, cela est vrai pour tout élément unipotent
n € G, g/(kp), auquel cas f(em) = f'(®m). D’ou f' = 0. Pour démontrer le (ii) de
I’énoncé, il suffit de prouver que, sous les hypotheses de cette assertion, 1’espace
parabolique P’ est propre, ou encore que M’ # Gg. On démontre la contraposée
de cette assertion. Supposons donc M’ = G5. Notons Ag le plus grand sous-tore
central déployé dans G5 et notons A% le plus grand sous-tore contenu dans l’en-
semble des points fixes de I'action de € dans Ag. L’hypothése M’ = G signifie que
Ag+ C Ag. Puisque € agit trivialement sur Agv, cela entraine Ay C A% d’ou I'éga-
lité Ay = A% car linclusion opposée est immédiate. Puisque (F,v) € Facmax(G),
on a dim(A%) = dim(Ag). Dot dim(Ag) = dim(Ag). Or on a évidemment
dim(Ag) > dim(Ag,) > dim(Ag). Ces trois dimensions sont donc égales. L’égalité
dim(Ag) = dim(Ag,) équivaut a ce que F soit réduit & un point. L’égalité des trois
dimensions précédentes est donc le contraire de ’hypothése de (ii), ce qui acheve la
démonstration de cette assertion.

Supposons maintenant que dim(Aq,) = dim(Ag) et que F’ soit réduit & un point,
prouvons que f’ est cuspidale. Fixons un sous-groupe parabolique propre P. de G. g/
de composante de Levi M_. Notons A’ le plus grand sous-tore central déployé de M~
et M’ le commutant de A’ dans G'5. Fixons un élément z, € X, (A’) tel que (o, x,) >0
pour toute racine o de A’ dans up: . On définit un sous-groupe parabolique P de G+
par la condition : ups est la somme des espaces radiciels associés aux racines o de A’
dans g4 telles que (a,z,) > 0. En supposant z, en position générale, P’ a pour
composante de Levi M’ et on a P' N G. 5+ = PL.. De plus P’ est propre puisque P~
Pest. L’argument est maintenant similaire & celui de la preuve de (ii). L’ensemble
P = 2P’ est un espace parabolique de G% d’espace de Levi M'" = zM’. Pour un
élément unipotent m € M~ (kr), on a les égalités

S = Y fEm=Uste) Y S fEEm)

EGUP/E(/CF) EEUP/E(k?F) EEUP/(kF)EEUp/S(kF)

= [Up/(kp)| Up,(kp)] Y f(zm7)
zeU p/ (kr)
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et cette derniere expression est nulle car f est cuspidale. La nullité de la premiere
expression signifie que f’ I'est. Cela démontre le lemme. g

Notons 7, le sous-ensemble des v € ~ tels que F7, soit réduit a un point. Si
dim(Ag, ) >dim(Ag), le (ii) du lemme et la formule (4) impliquent que 6(e exp(X))=0
et on a terminé. Supposons désormais dim(Aq_.) = dim(Ag). Alors les assertions (i)
et (ii) du lemme entrainent que la formule (4) se transforme en

(5) Oleexp(X)) = (=1)™=""m(Ap, )m(Ac) ™!

PO (), explo™ Xg))onr(9)do.
Ame (FI\G(F)

YEY max

Fixons v € 4., et calculons var4(g) pour g € G-(F). Le poids vas est calculé
grice au choix d’un sous-groupe compact spécial de G(F). Fixons aussi un tel sous-
groupe compact K. du groupe G.(F), qui permet de définir un poids vy, . Une formule
d’Arthur, que I’on a reprise en [34, Lem. 3.3], dit que, pour g € G.(F'), var~(g)—vas (g9)
est une somme finie de termes UIQE (g9), ol Q. est un sous-groupe parabolique propre
de G, contenant M, et vbs est une fonction localement intégrable sur G (F') invariante
a gauche par M. (F) et par Ug_(F'). Pour de telles données, notons L. la composante
de Levi de Q. contenant M.. En utilisant la décomposition d’Iwasawa, on calcule

/ (Y, (explg™ X g))vy. 9) dg
Ap (FO\G:(F)

—c / / / (O F)g (ka0  exp(X)buk)vly_ (k) du dé dk,
e JAm (F)\L:(F) JUq, (F) i

ol ¢ > 0 ne dépend que des mesures de Haar. Puisque X est régulier, I'intégrale
intérieure en u se transforme en

«(X) (g (620 exp(X) k) du,
Ug. (F) K
ol ¢(X) > 0 est un certain déterminant. Or cette intégrale est nulle car (7 f)’sm7 est
tres cuspidale d’apres le (iii) du lemme. Les fonctions ’U/QE ne contribuent donc pas a
la formule (5) et on peut récrire cette formule

0(c exp(X)) = (=1)*¥=""“m(Apr )m(Ag) ™"

Y m O Y (explg™ X g))eus, ) do.
Anm (F)O\G(F)

76’7n\ax
En comparant avec 5.2 (7), on obtient
B exp(X)) = (1)~ ““m(Ag,)m(Aa) ™" Y maby(exp(X)),
V€Y max

ou on a noté 6., la fonction associée au quasi-caractere D(Ciaf),. Pour tout v € vpaxs

notons ¢, la fonction sur g, 4 (kr), & support nilpotent, telle que ¢, (Y) =
Ty

("f) (exp(Y")) pour tout élément nilpotent YV € 997 (kr). Il est clair que la fonction
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Y — 6,(exp(Y)), définie sur g.n(F), n'est autre que la fonction associée a la
distribution ng sur g.(F"). Notons 6, cette fonction. On obtient la formule finale

(6) B(eexp(X)) = (—1)%= S m(Ag, )m(Ac) ™" Y myb, (X).

V€Y max
On applique le (ii) de la proposition 5.5. Il entraine que chaque fonction 6, est
combinaison linéaire de fonctions Y +— ;(O, Y) ot O parcourt les orbites nilpotentes
de g(F). Il en est donc de méme de la fonction X — 6O(cexp(X)). Cela signifie
que DJ? est un quasi-caractére de niveau 0 sur G(F). |

5.8. RESTRICTION AUX ELEMENTS ELLIPTIQUES D'UN QUASI-CARACTERE SUR G(F') DE NI-
vEAU 0

Soit D un quasi-caractére sur G(F'), notons 6 sa fonction associée. Disons que D
est de niveau 0 sur les elliptiques si et seulement si 0 satisfait a la condition suivante :

(1) pour tout élément e € G(F) qui est p’-compact mod Z(G) et pour tout X € ge ¢n(F)
tel que eexp(X) € Gen(F), la fonction A — 0p(eexp(A\2X)) sur o appartient a E.

REMARQUES

(2) Pour e G(F)y et X €9, tn(F), € exp(X) ne peut étre elliptique que si Ag, = Ag.
A fortiori, € est p’-compact mod Z(G).

(3) La méme preuve qu’au (ii) du lemme 5.2 montre que (1) équivaut & la condition :

— pour tout élément ¢ € G(F) qui est p’-compact mod Z(G) et pour tout
O € Nil(ge), il existe ¢cp,o € C de sorte que, pour tout X € ge n(F) tel que
eexp(X) € Gen(F), on ait I’égalité

Op(cexp(X)) = Z ¢p,0j(0, X).
OeNil(g.)
(4) Compte tenu de la remarque précédente, la méme preuve qu’au (iii) du lemme 5.2
.cp Cale), alors D
est un quasi-caractére de niveau 0 sur les elliptiques si et seulement si la condition (1)
est satisfaite pour tout ¢ € B.

montre que, si B est un sous-ensemble de G(F'), tel que G(F) = |J

Prorosirion. — Soit D un quasi-caractére sur G(F) de niveau 0 sur les elliptiques.
Alors il existe f € Deysp(G) tel que D coincide avec D? sur Gen(F).

Démonstration. — Comme on I'a vu dans 3.5, P'espace Deysp(G) se décompose en
produit d’espaces indexés par N. Il en est de méme de ’espace des quasi-caracteres
de niveau 0 sur les elliptiques. On peut donc fixer v € N et supposer que D est a
support dans wz' (v). L'intersection wg' () N Gen(F) est contenue dans une réunion
finie d’ensembles Cg(g), o € est p’-compact mod Z(G). Ces ensembles sont disjoints
ou confondus et ils sont ouverts et fermés. On peut fixer un élément p’-compact
mod Z (@), supposer que D est & support dans Cg(g) et prouver :

(5) il existe f € Ceusp(G) tel que D? soit & support dans Cg(€) et coincide avec D
sur Cg(e) N Gep(F).
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Comme on l’a dit dans la remarque (2), on peut supposer Ag. = Ag, sinon la
solution de (5) est triviale.
Ecrivons comme dans la remarque (3)

Op(cexp(X)) = > cpoj(0,X)
O€ENil(g.)

pour tout X € g. n(F) tel que cexp(X) € Gen(F'). Notons 7 la fonction sur g.(F),
a support topologiquement nilpotent, qui est égale sur cet ensemble au membre de
droite ci-dessus. En la moyennant sur le groupe Zg(g)(F)/G<(F), on peut la supposer
invariante par Zg(e)(F). La fonction 7 est la fonction associée & un quasi-caractére
de niveau 0 sur g.(F). Celui-ci est de la forme DSE pour un élément ¢ € D(g.)
d’apres le (ii) de la proposition 5.5. Si on se restreint aux éléments elliptiques, les
distributions induites disparaissent. Donc il existe ¢ € Deysp(ge) tel que 7 coincide
avec ODSE sur ge on(F). Fixons un tel ¢ = (pp)sen, ot B est un sous-ensemble fini
de Facpax(Ge). Parce que 7 est invariante par Zg(e)(F'), on peut supposer que ¢
lest aussi (pour l'action naturelle de ce groupe sur Deysp(g:)). Puisque Ag, = Ag,
Imm(Ge,ap) s'identifie & Imm(Gap)®, cf. 4.10. Pour tout b € B, il y a donc une unique
facette I3, € Imm(Gap) telle que T, NImm(Gap)® =b. Onace € Kg, et T} est réduit
4 un point, autrement dit (F3,v) € Fac,.(G). De la fonction ¢,, on déduit une
fonction f, sur G, (kr) de la fagon suivante. Par 'exponentielle, on identifie ¢, & une
fonction fp1 sur G.,(kp) & support unipotent, telle que f 1(exp(X)) = ¢p(X) pour
tout élément nilpotent X € g, ,(kr). En notant Z la réduction de € dans G5, (kr), on
définit une fonction fy o sur G, (kr), & support dans EG. ,(kr), telle que f,2(Ex) =
fv,1(z) pour tout z € G¢ p(kp). Enfin, on pose

7@) = Zen, @A S fralylay)
yeG7, (kF)
pour tout x € G, (kr).
LEMmE

(i) On a légalité f(Zexp(X)) = pu(X) pour tout élément nilpotent X € g, ,(kr).
(ii) la fonction fy appartient d Ceusp(G'g,)-

Démonstration. — Rappelons que, d’apres la proposition 4.10, G, est la compo-
sante neutre du groupe Zg,, (£). Pour un élément nilpotent X € g ,(kr), I'élément
Zexp(X) a pour composante semi-simple Z et pour composante unipotente exp(X).
Le support de la fonction fp2 est formé de tel éléments. En conséquence, pour un
tel élément z = Zexp(X) et pour y € Gg,(kp), on n'a fro(y tzy) # 0 que si
Y € Zay, E)( On obtient

kp).

Fo(@) = Zas, @ ke)™H Y fra(Eexp(y Xy)).
y€Zay, (E)(kr)

D’apres la définition de fj 2, le (i) de ’énoncé résulte de l'assertion :

— la fonction ¢, est invariante par I'action de Zg,, (€)(kr).
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D’aprés le corollaire 4.8, ce groupe est I'image naturelle dans Gg,(kr) du groupe
Za(e)(F) N Kgb. Or ¢ est invariant par Zg(e)(F), donc ¢p est invariante par
Zg(e)(F) N K§, . Cela démontre (i).

Pour prouver (ii), on doit montrer que, pour tout espace parabolique propre P”
de G, et pour tout x € P”(kr), on a

Z fo(zu) = 0.
uGUp(k‘F)
Il suffit de prouver que, pour tout espace parabolique propre P” de G, et pour tout
x € P”(kp), on a

(6) > fealzu) =0.
uweUp(kr)

En effet, la premiére assertion pour P” résulte de la seconde appliquée & chaque espace
y~tP"y pour y € Gy, (kr). Fixons donc P”. Si P”(kr) ne coupe pas le support de
fb,2, Passertion (6) est claire. Supposons que P”(kg) coupe ce support. Il existe donc
un élément nilpotent X € g, ,(kr) tel que Zexp(X) € P”(kr). Puisque € et exp(X)
commutent, puisque ad(z) est d’ordre premier a p tandis que ad(exp(X)) est d’ordre
une puissance de p, ad(Z) appartient au groupe engendré par ad(z exp(X)). Ce dernier
opérateur conserve P, donc ad(g) conserve lui aussi P, c’est-ad-dire € € PY(kp).
D’apres le lemme 4.9, on peut fixer une composante de Levi M"” de P” qui contient z.
Notons M. et P, les composantes neutres des groupes des points fixes de I’opérateur
ad(g) dans M et P. Le groupe P, est un sous-groupe parabolique de G, et M. en
est une composante de Levi. Montrons que

(7) P. #G.,.

Notons Anpg, resp. Ag, le plus grand sous-tore central déployé de M, resp. G, .
Notons Az, resp. Az, ., la composante neutre du sous-groupe des points fixes
de lopérateur ad(g) dans Apg, resp. Ag,. Puisque P” est propre, Aps . contient
strictement Ag, .. Donc dim(Aps.) > dim(Ag, ) > dim(Ag). Le tore Aps . est
contenu dans le plus grand sous-tore central déployé Aps. de M .. Donc dim(Aps,) >
dim(Ag). On a supposé dim(Ag) = dim(Ag,) et on a dim(Ag,) = dim(Ag,,)
puisque b est un sommet de Imm(G. ap). Donc dim(Aps,) > dim(Ag, ,), ce qui
signifie que M. est un Levi propre de G¢ . Cela démontre (7).

On peut dans (6) se restreindre au cas ou x € M”(kp), c’est-a-dire © = gm avec
m € M (kr). Montrons que

(8) si m ¢ exp(my uit)(kr), Vensemble des v € Up(kr) tels que zu appartient au
support de fp 2 est vide; si m = exp(Y) avec Y € m, ,u(kr), alors cet ensemble est
contenu dans celui des exp(N) pour N € up_(kp).

Dire que zu appartient au support de fp 2 implique que zu = Zexp(X) avec X €
9. pnil(kF), ou encore mu = exp(X). Si on applique ad(g) a cette égalité, puisque X
commute & et que ad(g) conserve M et U p, on obtient mu = ad(g)(m) ad(€)(u),
ce qui entraine m = ad()(m) et v = ad(g)(u). Cette derniére relation implique
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que u = exp(N) pour un N € up_(kp). La premiere, jointe au fait que m est forcément
unipotent (puisque exp(X) 'est), entraine que m = exp(Y’) pour un Y € m py(kp).
Cela démontre (8).

On peut donc supposer m = exp(Y) avec Y € me ni(kp). Il résulte de (8) et de la
définition de fp 2 que

Yo hau)= Y @Y +N).

uweUp(kp) Neup,_ (kr)

Puisque P. est un sous-groupe parabolique propre de G, ceci est nul puisque ¢
est cuspidale. Cela achéve la preuve du lemme. 0

Reprenons la preuve de la proposition. On définit la distribution DJC{. Notons 6, sa
fonction associée. Il est clair que son support est contenu dans la réunion des conjugués
du support de f;. D’apres la construction de cette fonction et le lemme 4.7, ce support
est contenu dans I'ensemble des k~1C(g)k pour k € Kgb. Donc le support de 6, est
contenu dans Cg(e) et il nous suffit de calculer 6y(cexp(X)) pour X € gen(F).
C’est le calcul que 'on a fait dans la section précédente. L’ensemble I'. contient
Zg(e)(F)KY,. Montrons que

(9) on peut remplacer ’ensemble I'; par Zg(s)(F)Kgrb.

Il suffit de montrer que, si v € I'c — Zg(e)(F)K§, et si g € G(F)yK§,,
g teexp(X)g n’appartient pas au support de f,. Supposons que g~ leexp(X)g
appartienne a ce support. Comme on l’a dit ci-dessus, il existe donc k € thb et
Y € gen(F) tels que g 'eexp(X)g = k™ 'eexp(Y)k. En fixant un entier ¢ > 1
premier & p tel que €€ € Z(G)(F), et en élevant I’égalité précédente a la puissance c,
on obtient exp(cg~' X g) = exp(ck~'Yk), d’ott exp(g~ 1 X g) = exp(k~'Yk), d’ott aussi
g~ 'eg = k™ 'ek. Mais alors gk™' € Zg(e)(F) et v € Zg(e)(F)K], contrairement a
I'hypothese. Cela démontre (9).

On peut donc supposer v C Zg(e)(F). On vérifie qu'alors, les constantes m.
intervenant dans la section précédente sont toutes égales. Le (i) du lemme ci-dessus
assure que les fonctions ¢, intervenant dans ’assertion 5.7 (6) sont les images ¢y
de ¢y, par action de v sur D(g.). Cette assertion devient

Oy(cexp(X)) = cp Y _ Oy, (X),

oll ¢y est une certaine constante non nulle. On pose f = >, 5 ¢y |7t fp. Clest un
élément de Deyusp(G). La distribution D? est & support dans Cg(e) et, en notant 6’
sa fonction associée, on a

0'(cexp(X)) = 7|71 30 D" 0 (X) = 7D s (X).

YEY bEB YEY

Mais ¢ est invariante par Zg(e)(F) donc par «. D’ou
0'(e exp(X)) = O, (X) = 7(X),
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puis ¢ (e exp(X)) =0p (e exp(X)) si X € g tn(F') et € exp(X) € Gen(F). Cela prouve (5)
et la proposition. O

5.9. FILTRATION SUR LE GROUPE ET QUASI-CARACTERES. — Notons Qc(G) Vespace des
quasi-caractéres sur G(F). Notons Q¢ (G) la somme des Ind$; (Qc(M)) sur les Levi M
tels que dim(Ays) = n.

Prorosition. Pour tout n € Z, on a Uégalité Qc™(G) = Qc(G) N Ann" I(G)*.

Démonstration. — L’inclusion Qc™(G) C Qc(G) N Ann" I(G)* est évidente. Soit D €
Qc(G) N Ann"™ I(G)*, notons 6 sa fonction associée. L’hypotheése que D appartient
a Ann" I(G)* signifie que, pour tout Levi M tel que dim(Ay) < n et tout m €
M (F) N Greg(F), on a 6(m) = 0. Pour M € L., notons 0y la fonction définie
presque partout sur M(F) par 0y(z) = D% (z)Y/2DM (2)~1/20(x) pour x € M(F).
Notons D)y la distribution qui s’en déduit. Par ’isomorphisme (1) de 3.2, D s’envoie
sur la somme des restrictions des Dy a Teusp(M )W) Montrons que

(1) il existe un quasi-caractére D}, € Qc(M) tel que Dys et D), aient méme restric-
tion & Teusp (M).

Commengons par fixer un élément semi-simple 2 € M (F') et prouvons que

(2) il existe un voisinage U de 0 dans m, (F') et, pour tout O € Nil(m,), il existe un
nombre complexe ¢p ¢ de sorte que, pour presque tout Y € U tel que zexp(Y) soit
elliptique dans M (F’), on ait 1'égalité

Or(zexp(Y)) = Z CD,O}(an)-
OENil(m,)

Si dim(Aps,) > dim(Aps), un tel élément xexp(Y) n’est jamais elliptique dans
M(F) et l’assertion est triviale. Supposons dim(Aps,) = dim(Ap;) = n. Puisque D
est un quasi-caractére, on peut en tout cas fixer un voisinage U’ de 0 dans g, (F) et,
pour tout O € Nil(g,), un nombre complexe c’D’O de sorte que, pour presque tout
Y € U/, on ait I'égalité

(3) Oaexp(Y)) = Y cpoi(0,Y).
O€eNil(gs)

Notons 7 la fonction du membre de droite, qui est définie presque partout sur g, (F').
Soit L* un Levi de G, tel que dim(Az=) < n et soit Y € [Z,(F) NY'. On note L
le commutant de Ay- dans G. Alors ¢ € L(F), L, = L*, A;, = Ap= et zexp(Y)
est elliptique dans L(F). Puisque dim(Ay) < n, 8(xexp(Y)) = 0. Donc 7(Y) = 0.
Puisque 7 est combinaison linéaire de fonctions homogenes pour l'action de F**2 par
homothéties, on peut supprimer ci-dessus la restriction : Y € 20’. La restriction de 7 &
92,40 (F) est donc la fonction associée & un élément de Qco(g,) N Ann™ I(g,)*, avec les
notations de 5.6. D’apres le lemme de ce paragraphe, on peut écrire cet élément comme

somme sur les L® € L9 de distributions IndSz (dp=), ot dr= € Qc(I*). On peut
LG‘T’n

supposer que M, € L% et que dys, est invariante par W% (M,). Notons 7, la
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fonction associée a dyy,. En utilisant 5.4 (3), on vérifie que l'on a I’égalité
7(Y) = D% (V) V/2DMe (V) /27, (Y)

pour presque tout Y € my on(F) Nmy ¢ (F), ot ¢ = [W% (M,)|. D’autre part, si U’
est assez petit, il existe ¢/ > 0 tel que

DE(zexp(Y))Y/2DM (zexp(Y)) V2 = ¢/ DG (Y)1/2 DM= () ~1/2
pour tout Y € U’ Nm,(F) tel que zexp(Y) € Greg(F). L'égalité (3) entraine
Or(zexp(Y)) = ec'1,(Y)
pour presque tout Y € U’ N my en(F) Nmy i, (F). Cette fonction est de la forme du
membre de droite de I'égalité de lassertion (2). En prenant U = U’ Nm,(F), cela
résout cette assertion (2).

On peut supposer que le membre de droite de I’égalité de cette assertion est inva-
riant par ’action du groupe Normg, (M, )(F'). Posons

Ve ={m trexp(Y)m | m € M(F),Y € T}.

Quitte & restreindre U, cet ensemble est ouvert et fermé dans M (F). On définit un
quasi-caractére d, de M(F), & support dans V,;, dont la fonction associée satisfait a

Oa, (m 'z exp(Y)m) = Z ¢p,0j(0,Y)
O€eNil(m,)
pour tout m € M(F) et Y € . Cette fonction coincide avec 0y sur V, N Moy (F).
On construit ces ensembles V, et ces quasi-caractéres d, pour tout élément semi-
simple z € M(F'). La réunion des V, est M (F') tout entier, on peut en extraire
un recouvrement localement fini M(F) = (J;c; Va,. Il existe une famille (o) e,
ol «; est une fonction localement constante sur M (F'), invariante par conjugaison et
a support dans V., de sorte que Zje] aj(m) = 1 pour tout m € M(F'). En utilisant
la remarque (5) de 5.2, la distribution
D;W = Z Q; d.LJ
jeJ
est bien définie puisque le recouvrement est localement fini, c’est un quasi-caractere
et elle coincide avec Dy sur les éléments elliptiques de M (F), donc elle a méme

restriction que Dy & Loysp(M). Cela démontre (1).
La distribution

> wéM)| " Ind§ (D)
MeLn

appartient & Qc™(G) et, d’apres 3.2, son image dans Gr™ I(G)* est égale a celle de D.
Cela démontre I'inclusion

Qc(G) N A" I(G)* C (Qc(G) N A" 1(G)*) + Qc™(G).
L’inclusion Qc(G) N Ann"I(G)* C Qc"(G) s’en déduit par récurrence descendante

sur n. Cela démontre la proposition. O
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5.10. UN DEUXIEME THEOREME. Notons Qco(G) Vespace des quasi-caractéres de ni-
veau 0 sur G(F).

Tutorime. — L’application DE : D(G) — 1(G)* est un isomorphisme de D(G) sur
Qco(G).

Démonstration. Compte tenu du théoréme 5.7, il suffit de prouver que Qco(G) est
contenu dans 'image de I'application D. Soit n € Z. Prouvons que

(1) Qco(G) N Ann™ I(G)* est contenu dans la somme de DE(D"(G)) et de Qco(G) N
Ann" T 1(G)*.

Remarquons que D (D"(G)) est contenu dans Qco(G) N Ann"™ I(G)* d’apres 5.7.
Soit D € Qco(G) N Ann™ I(G)*. Pour M € L7, on a défini dans le paragraphe
précédent la distribution Dj; sur M(F), de fonction associée 07, et on a prouvé
lexistence d’un quasi-caractére D, sur M(F) qui coincidait avec Dy sur My (F).
Montrons que

(2) D} est de niveau 0 sur les elliptiques.

D’apres les remarques (2) et (4) de 5.8 et le lemme 4.6, on peut fixer e € G(F),y N
M(F) et démontrer que, pour tout X € m. i, (F) tel que cexp(X) € Mey(F), la
fonction A +— 0p, (e exp(A\*X)) appartient & E. Pour un tel X, on a par définition
Op, (e exp(A\2X))

= (e exp(A2X)) = D% (e exp(A\2X))/2DM (e exp(A2 X)) 120 (c exp(A2 X)).
D’apreés le (ii) du lemme 4.5, la fonction
A — D% (eexp(A2X))2DM (e exp(X2 X))~ 1/2
est produit d’une constante et d’une puissance entiére de |A|. Puisque D € Qco(G),
la fonction A — Op(cexp(A\2X)) appartient & E. Il en résulte que la fonction A —
0p1, (e exp(A\*X)) appartient & E, d’ot (2).
D’apreés la proposition 5.8, il existe done Dy, € DM (Deysp(M)) tel que DY, coincide
avec D, sur Mgy (F), donc aussi avec D). La distribution
Y W) md§ (DY)
MeLyin
appartient alors & DY(D"(G)) et son image dans Gr” I(G)* est égale a celle de D.
Cela prouve (1).

Pour n = ayy,,, + 1, on a Qco(G) NAnn™ I(G)* = {0} = DY (D™(Q)). Grace a (1),
on démontre par récurrence descendante que Qco(G) N Ann I(G) = DYD (G))
pour tout n. Pour n = ag, cela démontre 'égalité Qco(G) = DE(D(G)).

6. REPRESENTATIONS ET REPRESENTATIONS DE NIVEAU 0

6.1. RepriésentaTions pe Niveau 0. — Notons Irr(G) Pensemble des classes d’isomor-
phismes de représentations lisses irréductibles de G(F') (dans des espaces complexes).
Une telle représentation m, dans un espace V, est dite de niveau 0 si et seulement
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8l existe une facette F € Fac(G) telle que 'espace des invariants VES soit non nul.
On note Irr(G)° le sous-ensemble des (classes d’isomorphismes de) représentations de
niveau 0 et Irr(G)>° celui des représentations qui ne sont pas de niveau 0. On note p°
la projection C[Irr(G)] — C[Irr(G)°] qui annule C[Irr(G)>?]. On sait que p" est as-
sociée a l'action d’un idempotent du centre de Bernstein, cf. [5, Cor.3.9(i)]. Il se
déduit de cet idempotent une action sur divers objets, par exemple C°(G(F)), que
I'on note encore p®. On sait que p° commute, en un sens compréhensible, aux opé-
rations d’induction et de passage au module de Jacquet : par exemple, si P est un
sous-groupe parabolique de G de composante de Levi M et si 7™ € Irr(M), alors
PO(IndG (7)) = Ind$G (p°(x™M)), cf. [26, Th.5.2).

On note Temp(G) le sous-ensemble de Irr(G) des représentations tempérées et on
pose Temp(G)? = Temp(G) N Irr(G)°.

Si € est un caractére de Ag(F'), on note Irr(G)e le sous-ensemble de Irr(G) des
représentations dont le caractére central coincide avec € sur Ag(F). On définit de
méme Irr(G)g, Temp(G)¢ etc. Evidemment, Irr(G)g est vide si £ n’est pas modérément
ramifié et Temp(G)¢ est vide si £ n’est pas unitaire.

Pour toute représentation irréductible 7, on note ©, son caracteére-distribution.
D’aprés Harish-Chandra, c’est un quasi-caractére, cf. [12, Th. 16.2]. On note 6, sa
fonction associée. Par linéarité, I’application 7 — ©, se prolonge en une application

O : ClIrr(@)] — I(G)*
qui est injective.

6.2. REPRESENTATIONS ELLIPTIQUES. Arthur a défini un ensemble de « représenta-
tions elliptiques », cf. [2, §3]. Une telle représentation est une combinaison linéaire
finie, a coefficients dans C, de représentations irréductibles tempérées. Sa définition
dépend de divers choix, en particulier de normalisations d’opérateurs d’entrelacement.
Nous supposons ces choix fixés et nous notons Ell(G) Pensemble des représentations
elliptiques. C’est un ensemble linéairement indépendant. L’espace C[Ell(G)] ne dépend
pas des choix. Pour un Levi M € L, le sous-espace C[EN(M)] C C[Temp(M)]
est invariant par l'action naturelle du groupe W% (M) sur C[Temp(M)]. On note
C[EI(M )]WG(M ) le sous-espace des invariants. On a alors la décomposition en somme
directe

C[Temp(G)] = @ Ind§, (C[EN(M)]W AN,

MeL i,

Introduisons I'application d’Harish-Chandra Hg : G(F) — Ag, notons A, Pespace

vectoriel réel dual de Ag et Af ¢ son complexifié. Un élément x € Af o définit

un caractére de G(F), que I'on note encore x, défini par x(g) = exp((x, Ha(g))).

Si m € Irr(G), on note m, la représentation m,(g) = x(g9)m(g). Si x € A, cette

opération 7 + m, conserve l'espace C[Ell(G)]. On note Ell(G)r 'ensemble des 7y
pour 7 € Ell(G) et x € AE. On a alors la décomposition plus générale

(1) Cl(G)) = @ Ind§ (CEN(M)]" D).
MelL

S min
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Via linjection O, cette décomposition est compatible avec la filtration de I(G)*
définie en 3.2. C’est-a-dire que, pour n € Z, 'intersection de Ann" I(G)* et de I'image
de O est égale a I'image par cette injection de la sous-somme de ’expression ci-dessus,
ol on limite la sommation aux M tels que dim(Aps) > n. En particulier, Papplication
composée

) * *
(2) CIEN(G)r] — I(G)" — Leusp(G)
est injective.

En fait, chaque représentation elliptique est combinaison linéaire de sous-représen-
tations d’'une méme induite d’une série discrete d’un Levi de G. 1l en résulte d’une
part que toute représentation elliptique admet un caractere central. D’autre part que
ou bien toutes ces composantes sont de niveau 0, ou bien aucune ne l’est. On note
Ell(G), resp. ElI(G)>?, les représentations elliptiques du premier cas, resp. du second.
Puisque p° « commute » & I'induction, on obtient des variantes des égalités précédentes

telles que
(3) C[Temp(G)°] = @ Ind§,(CEN(M)°)" D),
MEL i,
Cllrr(G)°] = @  d§,(CEN(M)3)"V D)y
MelL

S min

Cllr(G)>°] = y GELB Ind$, (C[EL(M)Z°)W D),

~min

Il y a aussi des variantes de ces égalités en imposant que toutes les représentations se
transforment selon un caractere fixé £ de Ag(F).

6.3. Lk résurtar pe [36]. — Soit m € Irr(G)Y. En [36], on a associé & 7 un élément
de Deusp(G) que lon avait noté OF ... On modifie légérement la définition en y
incluant les mesures mes(Ag(F)\K ;)_1 qui intervenaient dans les formules de cette
référence. On note A ., ou simplement Ay cusp I'élément de Deyep(G) ainsi obtenu.

Soit M un Levi de G. Choisissons un sous-groupe parabolique P € P(M). On
associe au module de Jacquet mp un élément A,Jrvfg,cusp. Notons AyM@lSp’G_mmp sa
projection dans Deysp,G-comp (M), autrement dit sa restriction au sous-ensemble des
éléments de M (F') qui sont compacts mod Z(G). Elle ne dépend pas du choix de P.

Le résultat principal de [36] est que

(1) © coincide sur Geomp(F') avec la distribution

> IWMWEIT DAL

M 7Cusp,G-comp] .
M €L min
Autrement dit, notons A, I'image naturelle de

> WM wEAl

7 pm ,cusp,G-comp
Meamin
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dans Dgcomp (G). Alors O coincide avec DC[A,] sur Goomp(F'). On prolonge m — A,
par linéarité en une application

A : Cllrr(@)°] — DGcomp(G).

RemarqQue. — La somme intervenant dans (2) peut se récrire
2 : €] —1GIAM
(2> |W (M)‘ D [AwM,cusp,G Comp]‘
MeL i,
6.4. SursectiviTé. — Soit £ un caractére unitaire et modérément ramifié de Ag(F).

L’application A se restreint en une application linéaire (C[Temp(G)g] — Dé-comp,e(G)-

LevvEe
application em — Da-com est surjective.
(i) L’appl A : C[Temp(G)g } Dg-comp,¢(G) ]
ii application Acyus E — Deus est bijective.
L’appl Acusp : CIEIN G Deusp,e (G b

Démonstration. — Notons ici g¢ la projection de C°(G(F')) dans C2%(G(F)) ou de
I(G) dans I¢(G). On a le diagramme naturel

A ®G—comp,§ (G) — ﬂG-comp,é(G) D1

C[Temp(G)!] e (a:(1£(G))"

C) P3 P2
I&(G) - I5 (G)comp
Les applications ps et ps sont les restrictions et p; =po 0 DE. Le triangle de droite est
donc commutatif. La partie gauche du diagramme ’est d’apres 6.3 (1). Montrons que

(1) p2 o p3 o O est surjective.
Notons que I'espace (g¢(IE(G)))* est de dimension finie. Chaque élément de E(G

(@)
est invariant par un groupe K pour une certaine facette F € Fac(G). Donc &(G)
est annulé par toute représentation qui n’est pas de niveau 0. D’apres [15, Th. 0(d)]
(plus exactement une variante avec caractére central), 'application C[Temp(G)¢] —
(ge(IE(G)))* similaire & pa o p3 0 O est surjective. D’apres la propriété précédente, on
peut aussi bien remplacer Temp(G)¢ par Temp(G)g7 d’ou (1).

Une variante avec caractere central de la proposition 3.9 nous dit que 'applica-
tion p; est un isomorphisme. Alors le (i) de I’énoncé se déduit de (1).

En utilisant 6.3 (1), l'injectivité de 'application du (ii) se déduit de celle de 'appli-
cation (2) de 6.2. D’apreés le (i) déja démontré et la relation (3) de 6.2, pour démontrer
la surjectivité de lapplication du (ii), il reste & prouver que, si M est un Levi propre
de G, si ™ € C[EI(M ) ] et si I'on note 7 = Ind§; (7)), alors Ay cusp = 0. La pro-
jection I(G)* — Icusp(G)* annule toutes les distributions dont le support ne coupe
pas G(F)comp, car tout élément elliptique régulier est compact mod Z(G). La pro-
jection de O, est donc égale a celle de DY[A,]. Cette projection I(G)* — Teusp(G)*
annule aussi toutes les distributions induites a partir d’'un Levi propre. Il en résulte
que la projection de ©, est nulle et que la projection de DE[A,] est égale & celle
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de DG[AW,CUSP]. Donc la projection dans Ls,usp(G)* de DG[AmCUSp] est nulle. D’apres
le (ii) du corollaire 3.10, on a donc A cusp = 0, ce qui acheve la démonstration. O

6.5. Propuir scaLaire eLLipTiQue. — Fixons un caractére unitaire € de Ag(F). L'es-
pace
ClTemp(G)e) = @ Indfi (CENDM)E ™M)
MeL, i,

est muni d’un produit scalaire elliptique noté (., )en, cf. [2, §6]. Les composantes ci-
dessus indexées par un Levi propre sont dans le noyau de ce produit. Par contre, le
produit se restreint en un produit hermitien défini positif sur C[Ell(G)¢], pour lequel
Ell(G)¢ est une base orthogonale. Rappelons la définition du produit scalaire. Fixons
un ensemble Ty de représentants des classes de conjugaison de sous-tores elliptiques
maximaux de G. Pour T' € Ty, on pose W(T) = Normg(T)(F)/T(F) et on munit
Aq(F)\T(F) de la mesure de Haar de masse totale 1. Pour 7, 7" € C[Temp(G)¢], on a
alors

(1) m)n= S W)t [ 000 (1) DE (1) dt.

TETen A (F)\T(F)

Remarquons que ceci ne dépend d’aucune mesure.

On va munir Deygp ¢ (G) d'un produit scalaire que I'on appelle aussi elliptique. Pour
F,3F € Fac(G), notons N(F,F’) Pensemble des g € G(F) tels que gF = F et fixons
un ensemble de représentants N(F,F’) du quotient

Ac(F)KS\N(F, ).
On a établi en 3.5 une décomposition
(2) I)cusp(c;’) = H QCUSP(G)V'
veN

On écrit f =[], cq f* la décomposition d'un élément f € D ysp(G). Fixons v € N.
Soient (F,v), (F,v) € Facy«(G) et soient f € Ceusp(G5) et f' € Ceusp(G5/). On
pose
(s fen = mes(Ac(F)\Ac(F)KS)* Y (°f. ).
gEN(F,F")

Ce produit se prolonge par linéarité en un produit sur Deysp(G)”. Soient f, f' €
Deusp,e(G). On voit que (f”+”/,f”’+”l> = (f¥, ") pour tout v € N et tout /' €
wa(Ag(F)). On pose

(F, F)en = S e

veEN/wg(Ag(F))

On vérifie que, pour g € G(F), (%, fYen = (f, f)en. C'est-a-dire que 9f — f appar-
tient au noyau du produit scalaire elliptique. Celui-ci se descend donc en un produit
sur Deysp.¢(G).
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Prorosition. L’application
CIEW(G)¢] — Deusp.e(G)
T A'n',cusp

est un isomorphisme isométrique pour les produits scalaires elliptiques.

Démonstration. — On peut supposer que ensemble de représentants Fac;, .. (G, A)

est stable par lopération (F,v) — (F, v+v') pour tout v/ € wg(Ag(F)). Représentons
Ag cusp cOmMme un élément de

I[I  Can@),

(F.v)€Fac,, (G A)

max

cf. 3.9. On note (fr,5.,)(Fv)eract_(G,4) cet élément. Soit

==max

TeTa et tGT(F)mGng(F).
D’apres [36, 18(3)], on a ’égalité
0(t) = DY(1)~"/? > I9(t, fr50)-

(F,v)€Fac, (G, A)

max

On a identifié ici I'élément fr 5, & la fonction (fr ). La somme est finie car les
termes ne sont non nuls que si v = wg(t).

REMARQUE. La formule de la référence contient un terme mes(Ag(F )\K;)_1 que
I'on a incorporé a la définition de fr 7 ..

Fixons un ensemble de représentants N des orbites dans N pour l'action de
wa(Ag(F)) par addition. Notons Fac), .. (G, A;N) le sous-ensemble des éléments

max

(F,v) € Fac}, (G, A) tels que v € N. La formule ci-dessus se récrit

——max

0.(t) = DE(t)~1/? > S IO frgwrn).

(F,v)€Facy, . (G, AN) v/ ewg (Ac (F))

max

Parce que la restriction a Ag(F') du caracteére central de 7 est £, on voit que la somme
intérieure n’est autre que

mes(Ag(F)e)™ / I%(ta, fr.5.,)(a)~" da.

Ag(F)
D’ou
0x(t) = mes(Ag(F)e) ™! DY (ta)~/? > 19(ta, fr.5.,)¢(a)”" da.
Ac(F) (Fv)€Fac, ., (G,A:N)
La formule (1) devient
(m,7")en = mes(Ag(F)e) ™
Z Z ‘W(T)|_1 DG(t)l/ZIG(tafTrJ',V)ew' (t) dt.
T(F)

(F,v)€Facy

max

(G,A;N) T€Ten
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Les fonctions fr g, sont cuspidales, leurs intégrales orbitales sont nulles hors des
éléments elliptiques. La formule de Weyl conduit donc a 1’égalité

(m,7")en = mes(Ag(F)e) ™! > O ()

(F,v)€Fack,, (G AN)

max

Fixons (F,v) intervenant ci-dessus. Puisque la fonction fr 5, est a support compact
mod Z (@), on peut exprimer O (fr s ,) & 'aide de A,/. Puisque la fonction fr 5,
est cuspidale, les distributions induites ne comptent pas, d’ou

@ﬂ-’(f'rr,?,y) = DG[AW’,cusp](fTr,?,y>-

Ceci est calculé par la proposition 3.6 et la remarque (2) qui la suit. On obtient

GTF’ (fﬂ,?,V) = C?<fﬂ,?,uu fw/,ff,l/>a

cg = mes(K$)? mes(Aq(F)e) "KL : Aq(F)KY).

De la méme facon, on a

<f7r,97,1/7 fﬂ’,ff”,u>ell = dff"<f7r,9’,uu fﬂ’,ff,l/>a

ou
dy = mes(Ag(F)\Aq(F)K§)?[K} : Ag(F)KY).
D’ou
O (frg0) = C?d;"1<f7r,9’,1/7 Jrr F v )ells
puis

<7'r77r'>911 = IneS(A(;(F)C)il Z Cfr”d;rl<f7r,3”,l/7fw’,ff,u>ell~
(F,v)EFac* . (G,A;N)

On vérifie que
cy = mes(Ag(F)o)ds.
D’ou
(m,7")en = Z (fr,5 w5 frnr 5 0)en-

(F,v)€Facy,, (G, A;N)

Par définition, la membre de droite n’est autre que (Ax cusp, An/ cusplein. Cela dé-
montre que lapplication de 1’énoncé est isométrique. Elle est bijective d’apres le (ii)
du lemme 6.4. Cela acheve la démonstration. O

6.6. U~ LEMME PRELIMINAIRE. — Rappelons que 'on a défini en 5.8 la notion de quasi-
caractere sur G(F') de niveau 0 sur les elliptiques.

Lemve. — Soit m € C[EN(G)r]. Supposons que © soit un quasi-caractére de niveau 0
sur les elliptiques. Alors  appartient a C[EIl(G)S].
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Démonstration. On peut décomposer la représentation 7 en m = Zi:l,---7 i ol
chaque 7; est combinaison linéaire de représentations irréductibles dont le caractere
central se restreint & Ag(F) en un méme caractere &;. On suppose les &; tous distincts.
Par interpolation, on peut trouver une famille de nombres complexes (¢;);=1,...n €t
une famille (a;);=1,... 5 d’éléments de Ag(F') de sorte que
Or(9)= D ¢;Ox(ajg)
j=1,...;h

pour tout g € G(F'). Puisque O, est un quasi-caractere de niveau 0 sur les elliptiques,
cette formule entraine que O, l'est aussi. Cela nous ramene au cas ou 7 elle-méme
est combinaison linéaire de représentations irréductibles dont le caractére central se
restreint & Ag(F) en un méme caractére que l'on note . On peut aussi tordre le
probleme par un élément x € Ay, : O est encore un quasi-caractere de niveau 0 sur
les elliptiques et, si 'on prouve que 7, appartient a CIEI(G)Y], la méme assertion
s’ensuit pour 7. On peut donc supposer £ unitaire. D’apres la proposition 5.8, il existe
d" € Deusp(G) tel que O coincide avec DY[d'] sur Ge(F). Rappelons que Ag(F) agit
naturellement sur Deysp(G). On note (a,d) — d% cette action. L'élément d’ n’a pas
forcément de caractére central pour laction de Ag(F') mais on peut le remplacer
par un élément qui admet & pour tel caractere central. En effet, on peut d’abord
remplacer d’ par I'intégrale fAc(F)c £(a)~td'* da. Cela ne modifie pas la propriété ci-
dessus puisque 7 se transforme par Ag(F) selon €. Mais cela assure que Ag(F). agit
sur d' selon le caractére £. Utilisons la décomposition (2) de 6.5 et écrivons d' =
[T,en @ Pour tout v € N, DY(d") est a support dans wg' (v) et coincide avec O,
sur Gen(F) Nwg' (v). Fixons un ensemble de représentants N des orbites de 1’action
par addition de wg(Ag(F)) dans N. On voit qu’il existe un unique d € Deysp ¢ (G)
tel que d¥ = d'¥ pour tout v € N. Puisque 7 se transforme par Ag(F) selon &, ©,
coincide avec D% (d) sur Gep (F). D’apres le (i) du lemme 6.4, il existe 7° € (C[Ell(G’)g]
tel que Acysp(m?) = d. Alors, d’apres I'assertion (1) de 6.3, ©,0 coincide sur Gen(F)
avec DY(d), donc aussi avec ©,. D’aprés I'injectivité de I'application (2) de 6.2, on a

7 =79, ce qui acheve la démonstration. O

6.7. CARACTERISATION DES REPRESENTATIONS DE NIVEAU 0

Tutorime. — Soit m € Cllrr(G)]. Alors m € ClIrr(G)Y] si et seulement si ©, est un
quasi-caractére de niveau 0 sur G(F).

Démonstration. — Supposons 7 € C[Irr(G)°]. D’apres 6.3 (1) et le théoréme 5.7, O,
coincide avec un quasi-caractére de niveau 0 sur les éléments de G(F') qui sont com-
pacts mod Z(G). Soit ¢ € G(F),, supposons que ¢ n’est pas compact mod Z(G).
Alors L[e] est un Levi propre et on a
Lleexp(X)] = Lle] et Qleexp(X)] = Q[e] pour tout X € ge n(F).

D’apres [7, Th.5.2], on a 6 (e exp(X)) = 0 (€ exp(X))1/297rQ[E] (e exp(X)) pour tout
X € getn(F). Un méme calcul qu’au (ii) du lemme 4.5 montre que dg (€ exp(X)) =
d¢qe)(€). La représentation mg.) est de niveau 0. Puisque L[e] € G, on peut raisonner
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par récurrence sur le rang semi-simple de G et supposer prouvé que © est un

quasi-caracteére de niveau 0 sur L[e](F'). Autrement dit que, pour des concs)‘[cz]mtes co
convenables, on a
977(,2[5] (eexp(X)) = Z CO?<O>X)
OENil(Ife].)

pour tout X € [[¢]; in(F). Puisque [[¢]. = g., on en déduit un développement analogue
de 0, (eexp(X)). Donc O, coincide avec un quasi-caractére de niveau 0 sur Cg(e).
Ceci est donc vrai pour tout € € G(F),s et cela signifie que O est un quasi-caractere
de niveau 0.

Pour n € Z, notons C[Irr(G)]™ la sous-somme de I'expression 6.2 (1) ot 'on somme
sur les Levi M € L. pour m = n. On va prouver

(1) soit m € C[Irr(G)]™; supposons que O, est un quasi-caractére de niveau 0 sur
G(F); alors 7 appartient a la somme de C[Irr(G)]"*! et de

@ Ind§ (CENDM)L)WT O,
MeL™.

Ecrivons T= ves . nd§; (7™), ot M G(C[EH(M)R]WG(M) et ™ =0 i ap <n.
Le caractére O, appg;ginent a Qco(G) par hypothese donc a Qco(G) N Ann™ I(G)*.
D’aprés le (ii) de la proposition 3.11 et le théoréme 5.10, cet espace a méme image
dans Gr" I(G)* que

G
@ (DY (D (M) )

“~min

Autrement dit, pour tout M € L}, , on peut fixer dM € DCHSP(M)WG(M) tel
que O m coincide avec DM (dM) sur les éléments elliptiques de M (F). A fortiori,
O,.m est un quasi caractére sur M(F) de niveau 0 sur les elliptiques. D’apres le
lemme 6.6, 7™ appartient & C[EIl(M)$] et donc aussi a (C[EH(M)]%}WG(M). Posons
0= Meon. Ind$, (7). Alors ©, et ©, ont méme image dans Gr" I(G)*. Donc
T—0 appartni?m a C[Irr(G)]™+L. Puisque o appartient au dernier espace indiqué dans
Passertion (1), cela démontre cette assertion.

D’apres le sens « seulement si » déja démontré du théoréme, 1’assertion (1) implique
le sens « si » par récurrence descendante sur n. O

7. Exposcorik

7.1. DonniEs ExposcoriQues. — On note Wg le groupe de Weil de F'. Il contient
le groupe d’inertie Irp. On note I3, le groupe d’inertie sauvage de F', c’est-a-dire le
p-Sylow du groupe Ip.

La théorie de I'endoscopie a été développée par Langlands et ses successeurs. Nous
ne la reprendrons pas et nous adopterons sa formulation telle qu’elle figure dans [24].
Une donnée endoscopique de G est un triplet G’ = (G’,9',s), ott G’ est un groupe
réductif connexe défini et quasi-déployé sur F', §' est un sous-groupe du L-groupe
LG = G % Wr et s est un élément semi-simple du groupe complexe G. Le triplet
satisfait aux conditions décrites en [24, I.1.5]. En particulier, le groupe G’ s'identifie &

J.E.P. — M., 2021, tome 8



258 J.-L.. WALDSPURGER

la composante neutre Zg(s)? du commutant Z(s). On dit que la donnée est elliptique
si Z(G)T est un sous-groupe d’indice fini de Z(G’)F. On définit comme en [24, 1.1.10]
une correspondance entre classes de conjugaison stable d’éléments semi-simples dans
G'(F) et G(F) (on parlera aussi bien d’une correspondance entre éléments semi-
simples dans G'(F) et G(F)). On dit que la donnée est relevante s’il existe un couple
d’éléments (2',7) € Gyeg(F) X Greg(F) qui se correspondent. Nous ne considérerons
que des données relevantes. Une donnée elliptique est toujours relevante.
L’hypothése (Hyp)(G) a les conséquences suivantes :

(1) il existe une extension de F' de degré premier & p telle que le groupe G’ soit déployé
sur cette extension ;
(2) Wr NG est un sous-groupe de Wr d’indice fini premier a p.

Démonstration. — Le (1) résulte de ce que le rang de G’ est le méme que celui de G
et que 'on a déja remarqué que, pour tout tore sur F' de dimension inférieure ou égale
a ce rang, il existe une extension F’ de F de degré premier a p telle que ce tore soit
déployé sur F’.

Pour (2), fixons une telle extension galoisienne F’ de F' de degré premier & p, telle
que G’ soit déployé sur F'. L’action de T'p sur G’ est triviale, a fortiori I'action de I' g
sur G est triviale. Le noyau de ’homomorphisme naturel Wz — Gal(F'/F) est Wpr.
Par définition, la projection §' — W est scindée, c’est-a-dire que l'on peut fixer un
homomorphisme continu ¢ : Wr — G’ qui est une section de cette projection. Pour
w € Wp, écrivons i(w) = (j(w),w). La restriction de j & Wps est un caractére de
ce groupe a valeurs dans Zs(s). Notons W1 le sous-groupe des w € Wgr tels que
j(w) € Zz(s)?. L'hypothese (Hyp)(G) implique que Z5(s)? est un sous-groupe de
Z&(s) d’indice premier a p. Donc W' est d’indice fini premier & p dans Wz, donc
aussi dans Wr. Pour w € W' on a (1,w) = j(w) ti(w) et ce terme appartient a G’
puisque j(w) € Zz(s)? = G' € §.Donc W! C WrN§ et (2) est démontré. O

On a besoin de munir toute donnée endoscopique G’ de données auxiliaires
GY, 01,31, cf. 24, 1.2.1]. Le tore Ci(F) est naturellement muni d’un caractére
A1: C1(F) — C*. Il'y a une notion d’unitarité pour de telles données, cf. loc. cit. 1.7.1,
qui implique que A\; est unitaire. Nous dirons que les données auxiliaires sont modé-
rément ramifiées si et seulement si elles satisfont aux conditions suivantes :

(3) G et Cy sont déployés sur une extension de F' de degré premier & p;
(4) ona & (1,w) = (1,w) pour tout w € 3.

Levmve. — Sous notre hypothése (Hyp)(G), il existe des données auxiliaires modéré-
ment ramifiées et unitaires.

Démonstration. — Choisir une suite
1—C—G —G —1
équivaut a choisir une suite duale

1—G —G, —C, —1
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Pour celle-ci, il y a le choix standard suivant. Fixons une paire de Borel (]§’ , f) de G’
préservée par Iaction galoisienne. On pose G = (G x T)/diag(Z(G')), o diag est
le plongement diagonal. Le centre de @’1 est isomorphe a f, donc est connexe. Le
tore 61 est f/Z ((A?) et on sait bien que le groupe des caracteres de ce tore possede
une base conservée par I'=. Donc C est un tore induit. Si F’ est une extension finie
de F de degré a p sur laquelle G’ est déployé, les actions galoisiennes sur é’l et 51
sont triviales sur I'ps. Dualement, C; est déployé sur F” et, puisque G’ l'est aussi, G}
lest également.

Pour construire 21 satisfaisant & (4), le mieux est de reprendre la preuve de Lan-
glands [21, Lem. 4]. On s’apercoit qu’il y a un unique argument & préciser. La clé
de la preuve est que, quand Sy — S; est une injection de tores définis sur F,
tout caractére xo : Sa(F) — C* se prolonge en un caractére x; : Si(F) — C*
(rappelons que, pour nous, caracteére signifie homomorphisme continu). On doit pré-
ciser que tout caractére modérément ramifié yo se prolonge en un caractére mo-
dérément ramifié x;. Le sous-groupe S u(F) de S1(F) est compact, donc le pro-
duit S2(F)S1,tu(F) est fermé dans S7(F). Puisque 2 est modérément ramifié, il est
trivial sur Sg ¢ (F) = S2(F) N S1tu(F). Donc on peut prolonger x2 en un caractere
X' : S2(F)S1,4u(F) — C* qui est trivial sur Sy 4o (F'). Puisque So(F')S1 4u(F) est fermé
dans S;(F), on peut ensuite prolonger x’' en un caractére x; : S1(F) — C*. Il est
encore trivial sur Sy 4y (F), c’est-a-dire qu’il est modérément ramifié.

Avec ce complément, la preuve de [21] permet de construire 21 satisfaisant & (4).
Le méme argument qu’en [24, 1.7.1(3)] permet de le modifier afin d’assurer que les
données sont unitaires. O

On fixe un ensemble de représentants €(G) des classes d’équivalence de données
endoscopiques elliptiques de G. Pour tout G’ = (G’, 9/, s) € &(G), on fixe des données
auxiliaires G, C’l,é\l. On suppose que ces données auxiliaires sont modérément rami-
fiées et unitaires. On peut alors fixer et on fixe un facteur de transfert unitaire Aj.
Signalons que, pour nous, ce facteur ne contient pas le terme Ay de [22], que nous
avons incorporé a la définition des intégrales orbitales en suivant Arthur.

Toute donnée endoscopique G’ de G apparait comme une « donnée de Levi » d’une
donnée endoscopique elliptique G”. Celle-ci n’est pas unique mais choisissons-la. Alors
les données auxiliaires que I'on a fixées pour G se restreignent en des données auxi-
liaires pour G’. De méme, si M est un Levi de G, toute donnée endoscopique M’ de G
apparait comme une « donnée de Levi » d’une donnée endoscopique elliptique G’ de G.
De nouveau, elle n’est pas unique mais on en choisit une. Alors les données auxiliaires
que 'on a fixées pour G’ se restreignent en des données auxiliaires pour M.

7.2. D¥composition pE C[EI(G)]. — Il y a une décomposition
Icusp(G) = 69 Icusp(G)G’
G'EE(@)

ou chaque facteur L.,sp(G)gr est le sous-espace des f € Iousp(G) dont les transferts &
tout G” # G’ sont nuls, cf. [24, Prop.1.4.11]. Fixons un caractére unitaire £ de Ag(F).
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Il y a une variante de la décomposition ci-dessus ol ’on impose que les fonctions se
transforment selon ce caractere £. Dualement, il y a une décomposition

(1) CENG)]= @D CENG)e-

G'ce(G)
Elle est orthogonale pour le produit scalaire elliptique. Pour = € C[EIl(G)¢], notons
=3 cece @) e I’écriture de 7 selon cette décomposition.

ProposiTioN
(i) Sime C[EH(G)?], alors mgr € C[Ell(G)g] pour tout G' € &(G).
(ii) Siwe (C[EH(G)?O], alors mgr € C[Ell(G)?O] pour tout G' € &(G).

Démonstration. — Soient 7 € C[EIl(G)¢] et G’ € E(G). Soit z € Gen(F). On sait que
les classes de conjugaison par G(F') contenues dans la classe de conjugaison stable de x
forment un espace principal homogene sous 'action d’un groupe abélien fini K (z).
Pour k € K (x), notons kx un représentant de I'image par k de la classe de conjugaison
de z (on choisit 1z = z). Notons K(x)" le groupe des caractéres de K(x). Chaque
G’ € &(G) détermine un sous-ensemble K (z) %, de K(z)¥ et K ()" est union disjointe
des K(z)¢& quand G’ décrit €(G). Pour tout G’ € &(G), on a alors I'égalité

(2) Ory (2) = [K(@)|70 Y > w(k)ba(ka).

nGK(m)\é, keK(z)

Soient ¢ € G(F) un élément p’-compact mod Z(G) et X € g n(F). Posons x =
cexp(X) et supposons © € G (F). Pour tout k € K(x), fixons g, € G(F) tel que
kx = gk_lxgk. Posons ¢, = g,:legk et X = g,:ngk.. Alors zp, = e exp(Xk) est une
p/-décomposition de zy. Soit A € 0~ {0}, posons y = cexp(A?X). Ona K(z) = K(y)
et on voit comme dans la preuve du lemme 5.4 que 'on peut choisir y;, = 5 exp(A2X},)
pour tout k € K(y). L’égalité (2) pour y devient

e Fexp(VX)) = (K@) 0 Y D0 w(h)on(enexp(2X0))

nEK(z)é, keK(x)

Supposons 7 € C[Ell(G)g]. Comme fonctions de A, les termes du membre de droite ap-
partiennent & E. Donc aussi la fonction X — 0, (e exp(A?X)). Cest-a-dire que 6,
est un quasi-caractere de niveau 0 sur les elliptiques. D’apres le lemme 6.6, g/ ap-
partient & C[EII(G)g]. Cela démontre le (i) de 'énoncé.

Supposons m € (C[EII(G)?O], soit o € C[EI(G){]. Parce que la décomposition (1)
est orthogonale, on a

<7TG’7 U>ell = <7TG/7 JG’>ell = <7Ta UG’>e11~

On vient de prouver que o était de niveau 0. Donc le produit de droite est nul.
Il en est de méme de celui de gauche. Cela étant vrai pour tout o € (C[Ell(G)g], cela
entraine 7 € C[EI(G)Z7). O
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7.3. LE CAS QUASI-DEPLOYE. Supposons G quasi-déployé. On note SI(G) le quotient
de CX(G(F)) par le sous-espace des fonctions dont toutes les intégrales orbitales
stables sont nulles. En identifiant les intégrales orbitales & des formes linéaires sur I(G),
c’est aussi le quotient de I(G) par le sous-espace des éléments dont toutes les intégrales
orbitales stables sont nulles. Notons SI(G)* 'espace des distributions stables sur G(F'),
c’est-a-dire le dual de SI(G). On note C[Irr(G)]** le sous-espace des € C[Irr(GQ)] telles
que O, € SI(G)*. On définit de méme des espaces C[EI(G)]*" etc.
On définit une projection linéaire p** : C[Irr(G)] — C[Irr(G)]** de la fagon suivante.
Il y a une donnée endoscopique elliptique maximale G = (G, LG, 1) que I'on suppose
appartenir & &(G). Dans la décomposition (1) de 7.2, on a l'égalité C[EL(G)¢|** =
CEI(G)¢]lg- Alors p*t : CEW(G)e] — C[EL(G)¢]™* est la projection associée & cette
décomposition (1) de 7.2, c’est-a-dire qu’elle annule les composantes C[EI(G)¢]q
pour G’ # G. Plus généralement, le sous-espace C[Ell(G)g]** est engendré par les 7y,
ou 7 parcourt C[EL(G)¢]*, & parcourt le groupe des caractéres unitaires de Ag(F)
et x parcourt Af. On définit p** : C[Ell(G)r] — C[EL(G)r]** de sorte que, si 7 €
CEI(G)¢] et x € A%, on ait p*(m,) = p* (7). Le corollaire XI1.3.1 de [24] équivaut
a P'égalité suivante, similaire & 6.2 (1) :
(1) Clr(G)' = @ Ind§ (CEL(M)g]stW AN,
MeL

Des projections que 'on vient de définir pour chaque Levi se déduit alors la projec-
tion p°* cherchée.

COROLLAIRE

(i) Pour m € C[lrr(G)°], on a p(n) € Cllir(G)°]**. Pour © € Cllrr(G)>°], on a
pt(m) € C[Irr(G)>Y).

(i) On a l’égalité p° o p** = p*t o p°.

Démonstration. — Le (i) résulte immédiatement de la proposition 7.2 et le (i) est
équivalent au (i). O

7.4. Lnyeornise (Hyp), . (G). — Il n'est pas clair que I'hypothese (Hyp)(G) que
nous avons posée entraine (Hyp)(G’') pour tout groupe endoscopique G’ de G, et
encore moins qu’elle entraine (Hyp)(GY) pour un groupe auxiliaire G. Considérons
I’hypothese

I'hypothése (Hyp)(G) est satisfaite;
(HYDP)enao(G) < pour tout G € &(G), les hypotheses (Hyp)(G') et (Hyp)(G})

sont satisfaites.
Puisque 'hypothése (Hyp)(G) implique (Hyp)(M) pour tout Levi M de G et
d’apres ce que l'on a dit a la fin de la section 7.1, I'hypothese (Hyp),,q4,(G) a les

conséquences suivantes :

— pour toute donnée endoscopique G’ de G (pas forcément elliptique), les hypo-
théses (Hyp)(G’) et (Hyp)(G}) sont satisfaites;
— pour tout Levi M de G, 'hypothése (Hyp)endo(M) est satisfaite.

Dans la suite de la section, nous imposons I’hypothese renforcée (Hyp),, 4, (G)-
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7.5. REPRESENTATIONS DE NIVEAU 0 ET DONNEES AUXILIAIRES. Soit G' = (G, 9, 5)
une donnée endoscopique relevante de GG. On s’intéresse exclusivement aux représen-
tations irréductibles de G’ (F) dont le caractére central coincide avec A\; sur Cy(F).
On note Irr(GY), I'ensemble de ces représentations, avec les variantes Temp(GY)a,,
Irr(G1)3, etc. Ces ensembles dépendent du choix des données auxiliaires. Pour que
les résultats qui suivent aient vraiment un sens, il vaut mieux qu’ils n’en dépendent
pas trop. Selon le formalisme que I'on a développé en [24], pour deux choix de don-
nées auxiliaires, il y a une bijection canonique entre les ensembles associés & chacune
des données. Expliquons cela. Choisissons d’autres données auxiliaires modérément
ramifiées (G5, Co, 52) Notons G5 le produit fibré de G| et G4 au-dessus de G’. On a
deux suites exactes

1—C— Gy —G —1,1—0C — Gy — G, — 1.

On a introduit en [24, 1.2.5] un homomorphisme A13 : G5 (F) — C*. Sa restriction a
C1(F) x Cy(F) est le produit des caractéres A\; et A, . Soit 7 € Trr(GY)y, , réalisée
dans un espace complexe V. Par la premiere suite ci-dessus, 7 se releve en une
représentation mo de G15(F). La restriction & Cy(F), resp. Co(F), de son carac-
tere central est A1, resp. 1. Posons mo; = )\1_21 ® m12. Alors la restriction a Cy(F),
resp. Co(F'), du caractére central de mo; est 1, resp. A\y. La représentation mo; se
descend par la deuxiéme suite ci-dessus en une représentation w2 de G4(F) dans V
dont le caractére central coincide avec Ag sur Co(F'). L’application m +— 72 est une
bijection de Irr(G) ), sur Irr(G5)»,. Parce que Aj et A2 sont unitaires, le caractére Ajo
Pest aussi et la bijection envoie Temp(G) )y, sur Temp(GY),,. Parce que les données
auxiliaires sont modérément ramifiées, le caractere Ao est « modérément ramifié »
au sens que sa restriction a l'ensemble G5, (F) est triviale. Remarquons de plus
que Imm(G 5p) = Imm(Gyp,) = Imm(G5 o). Une facette F € Fac(G') détermine
un sous-groupe K. de G'(F) et des sous-groupes similaires dans G/ (F) et G5(F),
que l'on note K f 5 et K;, 4. On voit que si m; admet des invariants non nuls par le
sous-groupe K 1+ cr/v alors mo admet des invariants non nuls par le sous-groupe K ; 5- La
bijection envoie donc Irr(G4)S, sur Irr(G5)S. .

7.6. CORRESPONDANCE ENTRE ELEMENTS SEMI-sIMPLES. — Soit G’ = (G’, 9, s) une don-
née endoscopique de G. Soient ¥’ € G (F) et € Greg(F') deux éléments qui se
correspondent. Notons T” et T les commutants de 2’ dans G’ et de = dans G. Ce sont
des tores et il y a un unique isomorphisme &r v : T — T défini sur F' de sorte que

Err(z) =2, cf. [24, 1.1.10]. D’ott un isomorphisme encore noté & : t — t.

COROLLAIRE

(i) Six = cexp(X) est une p’-décomposition de x, alors ' = &p () exp(Ep,1/ (X))
est une p’-décomposition de x'.

(ii) Soit ©+ = eexp(X) une p'-décomposition de z. Pour tout A € F* tel que
AX € gen(F), &1 (e) exp(§r,1 (AX)) est un élément de Gi,(F) qui correspond
d eexp(AX).
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(iii) Supposons G’ elliptique. Alors x est compact mod Z(G) si et seulement si x’
est compact mod Z(G").

Démonstration. — Puisque &p v est un isomorphisme, 1'élément & 1+ (X) est topolo-
giquement nilpotent. Posons &’ = & 7/ (¢), introduisons le Levi Lle] de G et le Levi
similaire L'[¢'] de G’. Notons ¥ 'ensemble de racines de T' dans G, ¥’ celui des racines
de T" dans G’ et L) et R Jes sous-ensembles des racines dans Lle], resp. L'[€/].
L’isomorphisme & 7+ transporte ¥ en un sous-ensemble de X*(7”) et on sait que
Y C Epp (D). 11 résulte alors des définitions que RLET = ¥/ N &p o (BEED. Don
Err(Z(Lle])) € Z(L'[¢']). 1l existe un entier ¢ > 1 premier & p tel que € € Z(Ll[e]).
Cela entraine (')¢ € Z(L'[¢']). Donc &’ est un p’-élément dans G’(F). Cela démontre
le (i).

Le (ii) est immédiat. Supposons G’ elliptique. Alors Z(G)(F) est un sous-groupe
cocompact de Z(G')(F) et (iii) en résulte. O

7.7. Facteur pE TRANSFERT. — Soit G’ = (G’, G/, s) une donnée endoscopique rele-
vante de G. Rappelons que le facteur de transfert est une fonction définie sur ’en-
semble D; des couples (7, ) tels que : 27 € G 1o, (F), T € Greg(F') et, en notant z’
Iimage de z) dans G'(F), les classes de conjugaison stable de z’ et de = se corres-
pondent. Considérons un tel couple et fixons une p’-décomposition 2 = ¢ exp(X). Par
le (i) du lemme 7.6, on en déduit une p’-décomposition o’ = &’ exp(X'’). L’application
01,00 (F) = 91, (F) est surjective. Fixons Xj € g ,(F) au-dessus de X'. Définissons
el € G4 (F) par l'égalité =} = £ exp(X7). On voit que €] est un p’-élément, donc
que Dégalité 2 = &} exp(X7) est une p’-décomposition. Pour A € op \ {0}, le couple
(e} exp(AX1), e exp(AX)) appartient encore & ’ensemble de définition D du facteur
de transfert.

LevvE. Pour tout A € op \ {0}, on a l’égalité
A& exp(V2 K1), cexp(A X)) = Ay (&) exp(XY), e exp(X)).

Preuve. Notons T, T et T] les commutants de z, 2’ et ) dans G, G’ et G|. Pour
calculer le facteur de transfert, on peut choisir des y-data modérément ramifiées. Les
termes Ay et App de [22] ne dépendent que des tores T' et T7. Le terme Ao est
la valeur en zj d’'un caractére de Tj(F'). Celui-ci est construit a I’aide des y-data et
est modérément ramifié. Donc Ajya(e] exp(X]), e exp(X)) ne dépend pas du couple
(X1, X). Il reste le terme A . Un calcul similaire & celui de [33, Lem. 10.3] montre que,
comme fonction de (X7, X), Ap(e] exp(X7),eexp(X)) est proportionnel au terme
analogue A (X', X) défini sur les algébres de Lie. D’apres [10, Lem. 3.2.1], la fonction
A= Ar(AX, AX)A (X, X) ™! définie sur F* est un caractére quadratique. Elle est
donc constante sur les carrés. Le lemme en résulte. [

7.8. Acrions pes centres. — Soit G' = (G', ', s) € &(G). Puisque cette donnée est
elliptique, le groupe Z(G)(F') s’identifie & un sous-groupe cocompact de Z(G')(F).
Le sous-groupe Ag(F) C Z(G)(F) est égal au sous-groupe Ag/(F) C Z(G')(F).
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Le groupe Ag, (F) s’envoie surjectivement sur Ag/(F) (parce que Cy est un tore
induit). Notons Z] le groupe des 2] € Z(G)) dont I'image dans Z(G') appartient
a Z(G). Ce groupe contient Cy et Ag: et Z)(F) est un sous-groupe cocompact de
Z(G%)(F). Pour tout couple (24, z) € D et pour tout 2} € Z(F), le couple (2|2}, zx)
appartient aussi & D1, ou z est 'image de 2] dans Z(G)(F'). D’aprés [22, Lem. 4.4.A],
il existe un caractere ¢; de Z)(F) de sorte que, pour (z,z) € D1, on ait I’égalité

Ay (2127, 22) = ((21) A (2], ).

Ce caractére coincide avec A} ' sur Cy(F). Grace a I'hypothese (Hyp),, 4, (G), on a
(1) le caractere () est trivial sur le sous-ensemble Z} (,(F) de Z.

La preuve est similaire a celle du lemme précédent.
7.9. UN PREMIER RESULTAT DE TRANSFERT. — Soit G’ = (G', 9/, s) € &(G). On note

SIy, (GY) la variante de SI(G}) o 'on impose que les fonctions se transforment par
translations par Oy (F) selon le caractére Ay *. On définit de fagon similaire STy, (G})*
(c’est le dual de SIy,(G%)). On note Aut(G’) le groupe d’automorphismes de G’,
cf. [24, 1.1.5]. Ce groupe agit naturellement sur SIy, (G}) et SI,, (G})*, cf. [24, 1.2.6].

RemarqQue. — La définition adoptée ici et dans [24] n’est pas celle que l'on trouve
dans d’autres références. Elle differe de la définition adoptée notamment par Arthur
par torsion par un caractere de sorte que le facteur Ay soit invariant par cette action.
Cela explique la disparition dans nos formules des caracteres que l’on trouve dans
celles d’Arthur.

On sait définir un transfert I(G) — SIy, (G}), dont 'image est contenue dans le
sous-espace des invariants par Aut(G’). D’ott une application transposée SI,, (G})* —
I(G)* entre les espaces duaux. Arthur démontre dans [3] qu'’il existe une unique ap-
plication linéaire dite de transfert spectral

transfert : C[Irr(G))y, | — ClIrr(G)]

qui rend le diagramme suivant commutatif

Cllur(G)a,J* L, Ot ()
o lo
SIy, (G) ——— L(G)*
Elle est invariante par 'action de Aut(G’), c’est-a-dire qu’elle se factorise en
transfert : C[Irr(G)), | — C[Irr(G)), PA"F) — ClIrr(G)),

ou la premiere application est la projection naturelle.

Prorosirion. Cette application transfert envoie C[Irr(G')Y ]* dans C[Irr(G)°].
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Démonstration. — Soit 7' € C[Irr(G)3 |**, posons 7 = transfert(n’). Soit € € G(F),
et soit X € gon(F'). Posons ¢ = cexp(X) et supposons € Gireg(F'). Fixons un
ensemble de représentants X (z) des classes de conjugaison stable dans G(F) qui
correspondent & celle de z dans G(F). Pour tout ' € X' (), on fixe un relévement 2/}
de 2’ dans G (F). Par définition, on a I’égalité
(1) bx (@)D ()2 = Y7 Au(ad @) () DY ()2,

o' €X' (x)
On note T le commutant de z dans G et, pour tout z’ € X&' (x), on note T, celui
de 2’ dans G'. On a des isomorphismes {77, : T — Ty, cf. 7.6. On pose

ex =&, (€), Xo =E&r7,(X).

Alors 2’ =, exp(X,/) est une p’-décomposition. On fixe un relevement X v de X,/
dans g ,,,(F) et un relevement €, ,/ de £,/ dans G'(F) de sorte que xj=¢1 v exp(X1 2.
Soit A € F* tel que AX € gcn(F), posons y = eexp(AX). Alors, pour tout
¢’ € X (z), 'élément e,/ exp(AX,) correspond & y. Montrons que

(3) si @',z € X' (x) et ' # 2", alors e, exp(AX,/) n'est pas stablement conjugué
a Extt exp()\qu).

Supposons qu’ils sont stablement conjugués. Il existe alors h € G'(F) tel que
h™tep exp(AX o )h = epm exp(AX ).

Puisque les éléments en question sont fortement réguliers, 'opérateur de conjugaison
par h se restreint en un isomorphisme Inty, : T,.» — T,.. Le composé

E = 5’1_—‘}1—‘1,/ © Inth © fTsz”
est un automorphisme de 7T fixant y. De plus, par construction des isomorphismes

érr,, et ér.r,,, 2 est forcément de la forme Intys pour un élément ' € Norme(T') (F).
Puisqu’il fixe y et que y est fortement régulier, c’est 'identité. Mais alors

Inth(8$//) = &g/, Inth(qu) = Xx/,

donc h=12’h =z, ce qui contredit la définition de X' (z). Cela démontre (3).

Cette assertion entraine que X&' (y) a au moins autant d’éléments que X (z).
La situation étant symétrique en x et y, ces ensembles ont méme nombre d’éléments.
Alors (3) entraine que I'on peut choisir pour X (y) ensemble des e, exp(AX,)
pour 2’ € X&' (r). On applique cela en remplacant A par A% pour A € op ~ {0}.
L’égalité (1) pour y = e exp(A2X) devient

(3) 0n(cexp(AX)) DY (e exp(A2X)) /2
= Z Aq(eq,5 exp(/\QXl,x/), cexp(A\2X))
' €XCG () . 97‘—/(61@/ eXp(AQXl,z’))DG/(Em/ eXp(AQXm’))1/2~

On consideére ces termes comme des fonctions de A. Comme on I’a dit plusieurs fois, les
discriminants de Weyl contribuent par des puissances de |A|p. D’aprés le lemme 7.7,
le facteur de transfert est constant. Puisque 7’ est de niveau 0, le théoréme 6.7 dit

J.E.P.— M., 2021, tome 8



266 J.-I.. WALDSPURGER

que O,/ est un quasi-caractére de niveau 0. Donc les termes 0, (g1, exp(A\2 X7 )
appartiennent & E. Donc A — 6, (cexp(A\2X)) appartient & E, c’est-a-dire que O,
est un quasi-caractére de niveau 0. D’apreés le méme théoreme 6.7, m appartient a
Cllrr(G)?]. O

7.10. Une rEciPrOQUE PARTIELLE. — Soit G’ = (G',9',s) € &(G). L’application
transfert se restreint en une application linéaire

transferte) : C[EI(G))x,]** — C[EI(G)].

Prorosition. — Soit © € C[EI(G)°]. Supposons que m appartienne a l’image de ’ap-
plication transfertey. Alors il existe 7' € C[EI(G])S ** telle que transferten(n’) = 7.

Démonstration. Premiére étape. — Fixons o’ € C[EI(G])x, ** tel que
transfertey (o”) =m.

Décomposons ¢’ en somme Zi:l,...,h o}, ou o} est une combinaison linéaire de repré-
sentations elliptiques de G (F) dont le caractére central se restreint en un méme carac-
tere & de A (F'). On suppose les & distincts. On a introduit un caractére ¢, en 7.8.
Le caractére (C1)|AG,1 ()& de Agy (F) se factorise par la projection Ag; (F) — Ag(F)
en un caractere §; de ce dernier groupe et les caracteres &; sont tous distincts. On a
légalité m =3, , transferten(o}) et, puisque 7 est de niveau 0, on en déduit par
interpolation que toutes les composantes transferte;(o;) sont de niveau 0. On peut
remplacer 7 par chacune de ces composantes et cela ramene le probleme au cas ou
Agy (F) agit sur ¢’ selon un caractére ¢’. Ensuite, on peut encore tordre o’ par un
élément de Ag,l et supposer que £’ est unitaire.

Deuxieme étape : construction d’un quasi-caractére de niveau 0. — Pour tout élément
€1 € G4 (F) qui est p’-compact mod Z, fixons un voisinage U, de 0 dans g} ., (F) et
une famille (Cslvo)OeNil(g’LEl) de nombres complexes de sorte que, pour tout X; € U,
tel que 1 exp(X1) € G oo (F), on ait I'égalité

(1) Oy (e1exp(X1)) = Y. €000, X1).
OeNil(g} . )

Le voisinage U., n’est pas uniquement déterminé mais les nombres complexes c., ¢ le

sont. Soit z; € le,tu(F)' On peut remplacer €1 par €1 z1. Cela ne change pas I’ensemble

Nil(g} ., ). Montrons que :

(2) pour tout O € Nil(g] ., ), la fonction z; = c., ., o est localement constante ;

(3) on peut choisir les voisinages ., de sorte que Ve, ., =, pour tout z; € Z] ;,(F).
En effet, fixons d’abord un voisinage U, pour tout ¢} € 12} (,(F). Choisissons

un sous-groupe )., C éll,tn(F) de sorte que Y. + V., C V,. On vérifie que, si

21 € exp(Y.,), on peut choisir V.r., = V., et que l'on a ¢z 0 = Cer 0 pour
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tout O € Nil(g ., ). Cela prouve déja (2). L’ensemble €12} (,(F) est compact et est
réunion des ensembles ouverts £} exp(9). ). On extrait un recouvrement fini
51f/1,tu(F) = U E,1 eXp(QJE'l)v
elel

ou I est un sous-ensemble fini de ElZ/Ltu(F) On pose U = Ny e1Ve; . On voit alors que
'on peut remplacer nos Y., initiaux par le voisinage constant 0. Cela démontre (3).

On suppose désormais que la condition (3) est satisfaite. Pour O € Nil(g] ),
posons

TG0 = mes(Z} o (F))~L / om0 dzn.
Z' o (F)

Onace,., 0 = ¢, 0 pour tout z; € Z; ;,,(F). On définit une fonction 7 sur G . (F),
a support contenu dans I'ensemble G ..., (F') des éléments de G (F') qui sont com-
pacts mod Z(G) de la fagon suivante. Pour 21 € G| copp (F) N G e (F), on choisit
une p’-décomposition x; = 1 exp(X1) telle que 1’élément € soit p’-compact mod Z7,
cf. 4.3(3). On pose

Tx) = Y ,.05(0,X).

OENil(g} )

Cela ne dépend pas de la p’-décomposition choisie car, d’aprés 4.3 (3), toute autre
décomposition satisfaisant a la méme propriété est de la forme

x1 = (e1exp(Z1)) exp(X1 — Z1),

avec Z, € éll,tn<F ) et on a fait ce qu'il fallait pour que la formule ci-dessus soit

insensible & un tel changement. Il résulte de cette définition que, pour tout élément

g1 € G{(F) qui est p’-compact mod Z et pour tout X; € U, tel que e; exp(X;) €
Lreg(F), on a I'égalité

(4) 7(e1 exp(X1)) = mes(Z} ,(F)) ™ /Z - 0y (£121 exp(X7)) dz1.

Z u
Montrons que
(5) la fonction 7 est constante sur les classes de conjugaison stable.

Soient x1, 72 € G ;e (F') que I'on suppose stablement conjugués. On veut prouver
que 7(x1) = 7(x2). Remarquons que, ou bien z; et xy sont tous deux compacts
mod Z(GY), ou bien aucun d’eux ne ’est. Dans le second cas, on a 7(x1) = 7(z2) = 0.
Supposons que x1 et g sont compacts mod Z(GY). On fixe h € G ,.o(F) tel que
o = h7lz1h. On choisit une p’-décomposition z; = 1 exp(X;) telle que £; soit
p'-compact mod Z}. Posons g2 = h™teih et Xy = h™1 X h. Alors xo = g9 exp(X3)
et cette égalité est une p'-décomposition telle que eo soit p’-compact mod Z;.
Pour A € op ~ {0}, les éléments &1 exp(A2X;) et e5exp(A2X2) sont encore stable-
ment conjugués. Si valgp()\) est assez grand, on a A\2X; € U, et \2Xy € U.,,
donc 7(e1exp(A2X1)) et T(e2exp(A\2X3)) sont calculés par la formule (4). Pour
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21 € Z) 1u(F), les éléments €121 exp(A?X 1) et e221 exp(A?X3) sont encore stablement
conjugués. Puisque o’ est stable, on a donc

0o/ (e121 exp(A\?X1)) = 040 (2221 exp(A2X5)).

La formule (4) entraine alors 'égalité 7(e1 exp(A2X1)) = 7(e2 exp(A2X3)). Cela est
vrai pour valp(A) assez grande. Mais, comme fonctions de A, les deux termes de cette
égalité appartiennent a F. Ils sont donc égaux pour tout A. En A = 1, cela entraine
légalité cherchée 7(x1) = 7(x2) qui prouve (5).

En particulier, 7 est invariante par conjugaison. D’apres le lemme 5.3, 7 est la
fonction associée a un quasi-caractére Dy sur G (F') de niveau 0. Comme ©,, ce
quasi-caractére se transforme par Ag; (F) selon le caractere § et par C1(F) selon A;.

Troisieme étape, fin de la preuve de la proposition. — On vient de construire un quasi-
caractére Dy sur G (F'). D’apres le théoréme 5.10, il existe un élément di € Deomp(G))
tel que D; = D [d1]. Notons dq cysp la composante cuspidale de dy. Cet élément
conserve les mémes propriétés que D; de transformation par Ag (F) et C1(F). On
note 7’ I'élément de C[EI(G})Z] tel que Acusp () = di cusp, cf. le (i) du lemme 6.4.
Par définition, 0,/ coincide avec 7 sur G ,(F) et cette fonction est invariante par
conjugaison stable. Parce que 7’ est elliptique, cela entraine que 7’ est stable, c’est-
a-dire 7' € C[EI(G})Z]™, cf. [3, Th.6.1]. Tl est clair que la restriction & C(F) du
caractére central de 7’ est \;.

Pour prouver la proposition, il suffit de prouver que transferte;(n’) = 7. Or 7
et 7' sont elliptiques. D’aprés [3, Th.6.2], il suffit de prouver que transfertey(n’)
et 7 coincident sur Gy (F). Cest-a-dire qu’en posant II = transfertey (7)), il suffit de
prouver

(6) pour tout x € Gen(F), on a 1'égalité O (z) = 0, (x).

On fixe une p’-décomposition z = € exp(X). Soit A € op \ {0}. L’égalité (3) de 7.9
dit que
Orr( exp(A\2 X)) DY (e exp(N2X))1/?

= Z Aq(er, exp(/\2X1,x/),5exp(>\2X))

' €X G (x) ,
O (61,00 exp(N2 X1 2)) DY (20 exp(A2 X)) Y2

Les éléments intervenant a droite sont elliptiques, on peut remplacer la fonction 6,
par 7. Puisque ¢ est p/-compact mod Z(G), les &1, sont p’-compacts mod Z.
Si valp(\) est assez grand, on utilise (4) et on obtient

01 (e exp(A2X)) D% (e exp(A2 X)) /2

’

= mes(Z] ,(F))™" / > Ay(erar exp(N Xy ), e exp(A2X))
—l,tu(F) a;’EXG/(aI)

0o (51,1:’21 eXp()‘2X1,:1:’))DG/ (Ez/ exp()‘2X1’))l/2 dz1.
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Notons z et 2’ les images de z; dans Z(G)y(F) et Z(G')eu(F). D’apres 7.8 (1), on
peut remplacer ci-dessus A (g1, exp(A2 X7 ,), € exp(A\2X)) par

Ai(e1,221 exp(A2X17x/), €z eXP(/\ZX )-
On peut aussi remplacer D (g, exp(A2X,/)) par DS (g2 exp(A2X,)). On obtient

(7 011 (e exp(\2X))DC (e exp()\ZX))l/2 = mes(Z/l,m(F)Y1 / B(z1)dz,
Z} o (F)
ol
B(z1)= > Aierez exp(\’ X1 0), ezexp(A2X))
' €XF (x)

0o (€100 21 exp()\QXLz/))DG/ (602" exp(A2 X)) Y/2.

Il est clair que B(z1) est le membre de droite de la formule (3) de 7.9 appliquée a la
représentation o', pour le point £z exp(A\2X) de G(F). Puisque m = transfertey(o’),
on obtient

B(z1) = 0 (ezexp(A\2 X)) DY (ez exp(A\2 X)) /2.
Le z disparait du discriminant de Weyl. Il disparait aussi du premier terme car m est
de niveau 0 par hypothese. D’ou

B(z1) = 0 (cexp(A\2X)) D (e exp(A\2 X)) /2,
puis, d’apres (7),
O (e exp(\2 X)) = 0, (e exp(A2X)).
On a supposé valp()) assez grande. Mais, puisque 7’ est de niveau 0, IT I'est aussi
d’apres la proposition 7.9. Il en est de méme pour 7w par hypothese. Les deux membres

de la formule ci-dessus appartiennent donc & E. Etant égaux pour valp(A) assez
grande, ils sont égaux pour tout A\. En A\ = 1, cela prouve (6) et la proposition 7.10. O

7.11. Lk Tnforime priNcipaL. — Soit G’ = (G', 9, s) € &(G). Rappelons que 'on
impose I'hypotheése (Hyp),, 4, (G)-

Tutorime. — L’application
transfert : C[Irr(G))x, ] — ClIrr(G)]
satisfait & ’égalité p° o transfert = transfert op®.

Remarque. — Les deux p° de I’égalité ne sont pas les mémes : le premier vit sur le
groupe G et le second sur Gf.

Démonstration. On a I'égalité

s G} st,wE (M’
(1) Clir(GDAJ = @ Indyy (CIEN(M] g, W7 O0),
M’eLs!

cf. 7.3(1), dont on a adapté les notations de fagon que l'on espére compréhensible.
En particulier, chaque Levi M’ de G’ détermine un unique Levi M{ de G} (son image
G/

min

qui sont « relevants » pour G (dans le cas ou G est quasi-déployé, tout élément

réciproque dans ce groupe). Notons @g;n’G_rel I'ensemble des éléments de £
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de Qg;n est relevant). Il y a une application naturelle de @i;n’g_rel dans @fﬁn,
cf. [24,1.3.4]. Si M’ — M par cette application, il se déduit de G’ une donnée
endoscopique M’ = (M', M, sM) de M, qui est elliptique. Soit M’ € Qg’imc_mh
notons M € gﬁm le Levi qui lui correspond. On a I’égalité Ay = Ajpyr. L’application
transfertey : C[EI(M])y,]** — C[EI(M)] se prolonge en une application linéaire
CIEL(M])r.x, |** — C[EI(M)g] compatible aux opérateurs de torsion par des élé-
ments x € A}, = A} . On la compose avec la projection naturelle sur les invariants

par WY (M) et on obtient par restriction une application linéaire
CIEN(M)pp, 2 M)y CEN(M)g]W D,
Le transfert commute & I'induction et on en déduit une application linéaire de I’espace
Ind§} (CBI(M] )z, W O0)

dans le membre de droite de la relation (1) de 6.2, c’est-a-dire dans C[Irr(G)]. Si
maintenant M’ € £ — £¢

Lnin — L1min Gorel, ON €nvoie l'espace

el G’ ’
ndh (CIEI(M o, 2 1)

dans C[Irr(G)] par Papplication nulle. La somme des applications ainsi définies sur
tout M’ € égin est une application linéaire du membre de droite de (1) ci-dessus
dans C[Irr(G)]. C’est application transfert. Il résulte de ces considérations que, pour
démontrer le théoreme, il suffit de prouver 1’égalité analogue pour les applications
transfertq associés aux différents Levi de G’ qui sont relevants pour G. On ne perd
rien & considérer seulement P'application transferte associée & G’ lui-méme. C’est-a-
dire qu’il suffit de prouver

(2) on a I'égalité p° o transfert. = transferty op®.

Comme dans le corollaire 7.3, cela équivaut aux deux assertions
(3) si ' € C[EI(G))S,]*", on a transferten(n) € C[EI(G)°];

(4) si ' € CIEI(GY), ] satisfait a p°(n’) = 0, alors p° o transferten(7') = 0.

La proposition 7.9 est justement I’assertion (3). Démontrons (4). Comme toujours,
on peut décomposer 7' en >, ; , 7 ol m; est une combinaison linéaire de repré-
sentations elliptiques de G (F) dont le caractére central se restreint en un meéme
caractere unitaire §; de Ag; (F'). Ces représentations satisfont aux mémes hypotheses
que 7' et il suffit de prouver que p° o transferte (7)) = 0 pour tout i. En oubliant
cette construction, on peut fixer un caractére unitaire £’ de Agy (F) et supposer que
n' € C[EI(G))er 2, %" Le caractére ¢’ détermine un caractére £ de Ag(F) comme on
'a vu dans la preuve de 7.10 et application transferte; envoie C[EI(G) )¢ 2,5 dans
C[Ell(G)¢]. L’action du groupe Aut(G) conserve le premier espace : elle préserve le
caractere & car celui-ci est uniquement déterminé par £&. On peut remplacer 7’ par sa
projection sur le sous-espace des invariants, cela ne change pas transferte; (7). Cela
ne modifie pas non plus la condition p°(7’) = 0 car Paction de Aut(G’) conserve
le sous-espace C[EI(GY) ,]*". Bref, on peut supposer 7’ € C[EN(G))er , |PAuHE),
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On pose m = transferten(n’). Il faut maintenant se rappeler la décomposition (1)
de 7.2. I’application transferte) se restreint en un isomorphisme

CEN(G,)er a, PHAME) — CIEN(G) )@

qui est une similitude pour les produits scalaires elliptiques. On note c le rap-
port de similitude. En particulier, 7 € C[EIl(G)¢]g/. I résulte de la proposi-
tion 7.2 que p°(w) appartient aussi a C[Ell(G)¢]g’, donc appartient a l'image de
transfertey. D’aprés la proposition 7.10, il existe 70 € (C[Ell(Gl)())\l]st telle que
transferte (7'Y) = p°(7). Les mémes arguments que ci-dessus permettent de supposer
que 70 € C[Ell(G’l)g,’)\l]St*A“t(G'). Parce que p° est une projection orthogonale, on a
<p0(7T),p0(71')>en = <p0(7r)’77>e11- Donc

(p° (), p°(7))en = (transferte ('0), transfertey (77))en

—_ C_1<7T/Oa7rl>ell — C_1<7r/07p0(77/)>e117

toujours parce que p° est une projection orthogonale. Puisque p°(7’) = 0, cela entraine
(p°(7), p°(7))en = 0, d’ott p° () = 0. Cela acheve la preuve de (4) et du théoréeme. [

8. (QUELQUES CONSEQUENCES

8.1. Lk cAS QUASI-DEPLOYE DERECHEF. Supposons G quasi-déployé.
COROLLAIRE. La projection de Bernstein p° de I(G) se quotiente en une projection
p° de SI(G).

Démonstration. — Notons I'™*(G) le noyau de la projection I(G) — SI(G). On doit
prouver que p° conserve ce sous-espace. C’est-a-dire, soit f € I'™'(G), on doit prouver
que p°(f) € I'™Y(G). 11 suffit pour cela de prouver que, pour tout 75 € C[lrr(G)]*,
on a O, (p°(f)) = 0, cf. [24, Cor. X1.5.2(i)]. D’aprés les propriétés des projecteurs de
Bernstein, on a

Ot (p°(£)) = Opo ety ()

D’aprés le (ii) du corollaire 7.3, on a p°(7°t) = p° o pst(75t) = pst o p°(7°t). Donc
p°(mt) € ClIrr(G)]*. Alors © o=ty (f) = 0 puisque f € I'"™%(G). O

8.2. TraNSFERT DE FONCTIONS. — Soit G’ = (G, 9, s) € &(G).

CoroLratre. — On suppose (Hyp),, 4,(G) satisfaite. L’application transfert : I(G) —

SIy, (GY) satisfait a ’égalité p® o transfert = transfert op.

Cela se déduit du théoreme 7.11 comme le corollaire précédent se déduisait du
corollaire 7.3.

JE.P. — M., 2021, tome 8



279 J.-I.. WALDSPURGER

8.3. StaBILITE DANS L'ESPACE Deygp. Supposons G quasi-déployé. Disons qu’un élé-
ment d € Deysp(G) est stable si la distribution DY[d] I'est et qu'il est stable sur les
elliptiques si la distribution D%[d] l'est, c’est-a-dire si Opacpq est constante sur les
classes de conjugaison stable contenues dans Gen(F). On note Deysp(G)5' le sous-
espace des éléments stables dans Deygp(G).

Prorosition. — Soit d € Deysp(G). Alors d est stable si et seulement si d est stable
sur les elliptiques.

Démonstration. Utilisons la décomposition Deusp(G) = [, cn Deusp(G)Y. 11 est
clair que d est stable, resp. stable sur les elliptiques, si et seulement si chaque com-
posante d” est stable, resp. stable sur les elliptiques. On peut donc fixer v € N et
supposer d € Deysp(G)”. Notons X ensemble des restrictions & Ag(F'). de caractéres
modérément ramifiés de Ag(F). Pour £ € X, posons

de = mes(Ag(F)) ! / £(a)"1d" da.

Ag(F)e
Alors d = dex d¢. De nouveau, d est stable, resp. stable sur les elliptiques, si et
seulement si chaque composante d¢ est stable, resp. stable sur les elliptiques. On peut
fixer £ € X et supposer que d se transforme par Ag(F'). selon £. Prolongeons £ en un
caractére unitaire de Ag(F'). Alors il existe un unique d € Deysp(G) tel que :

— d € Deysp ¢ (G), est-a-dire d se transforme par Ag(F) selon & ;

~ pour v/ € N, la composante d” est nulle si v/ & v+ wg (Ag(F));

- d’=d.

On voit que d est stable, resp. stable sur les elliptiques, si et seulement si d I'est.
En oubliant cette construction, on peut fixer un caractére unitaire £ de Ag(F)
et supposer d € Deygpe(G). D’apres le (ii) du lemme 6.4, il existe une unique
7 € CIEN(G)Y] telle que Acusp(m) = d. Alors, d’aprés 6.3 (1), O, est stable sur
les elliptiques. D’apres [3, Th.6.1], 7 est stable. Soient M € L, et P € P(M).
Puisque 7 est stable, il en est de méme du module de Jacquet wp. D’apres 6.3 (1),
AM sp est stable sur les elliptiques. A fortiori, sa projection AY .\ =~  dans
Deusp,G-comp (M) est stable sur les elliptiques (cette projection consiste & restreindre
le support & un sous-ensemble invariant par conjugaison stable). Supposons que M
est un Levi propre. On peut raisonner par récurrence et supposer notre propo-

sition déja démontrée pour M. Donc AM est stable. C’est-a-dire que

7 M ,cusp,G-comp
DM(AM  sp.G-comp) €St une distribution stable sur M(F). La stabilité se conserve
par induction donc DG(A'IJI\'/][V[,CUS}),G—Comp) est une distribution stable sur G(F). La
formule 6.3 (1) exprime alors D%[d] comme la différence entre ©, qui est stable et la

somme sur les M # G de distributions stables. Donc D%[d] est stable et d I'est alors

par définition. O
8.4. TransrERT ET MODULE DE JacQuer. — Soit G’ = (G', 9, s) € &(G). On a rappelé
dans la preuve du théoreme 7.11 'existence d’une application

G’ G
(1) émin,G’—rel — Amin'
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Notons-la j. Rappelons quelques-unes de ses propriétés. Soit M’ € @g;n’c_rel, posons
M = j(M'). Alors M’ se compléte en une donnée endoscopique M’ = (M’ M', sM)
de M, qui est elliptique. On sait définir une correspondance entre classes de conju-
gaison stable dans G, (F) et dans Greg(F). On définit de méme a P'aide de M’ une

correspondance entre classes de conjugaison stable dans M, (F) et dans Myeg(F).

! 3N !
Appelons correspondance pour G’ la premieére et correspondance pour M la seconde.
On a :

(2) soient ' € M'(F) et x € M(F)NGreg(F') ; supposons que z et =’ se correspondent
pour M’ ; alors ils se correspondent pour G'.

Signalons que la réciproque est fausse. Des données auxiliaires que l'on a fixées
pour G’ se déduisent des données pour M'. En particulier M| est 'image réciproque
de M’ dans G. On a fixé un facteur de transfert pour la donnée G’, notons-le plus
précisément Af'. Il y a un unique facteur de transfert AM " pour la donnée M’ de
sorte que
(3) pour z, ' comme en (2) et pour &, € M/ (F) au-dessus de z’, on ait AM' (2}, z) =
AF (24, 2).

A T’aide de ce facteur de transfert, on définit comme en 7.9 I’application

transfert : C[Irr(Mj )y, ] — C[Irr(M))].

Puisque M’ est une donnée endoscopique elliptique de M, il y a un isomorphisme
Apnp ~ Apr. Pour un Levi L de G contenant M, on identifie A;, C Ajp; & un sous-
ensemble de Ay et on peut définir le commutant Zg/(Ar) de A dans G’. C’est un
Levi de G’ contenant M’. Notons J(M’) ensemble des Levi L de G contenant M tels
que Zg(AL) = M'. Les racines de Ay dans G’ sont aussi des racines de Ajps dans G.
La condition Zg/(Ar) = M’ équivaut a ce que la restriction & Ay de toute racine
de App dans G soit non nulle. Soit L € J(M') et soit Q € P(L). A Q est associée
une chambre dans Ap. L’hyperplan de Aj; annulé par une racine de Ap; dans G ne
coupe cette chambre que si cette racine s’annule sur Ajy. Ainsi I’hyperplan associé a
une racine de A, dans G’ ne coupe pas cette chambre. Celle-ci est donc incluse dans
la chambre de Ajs associée & un unique sous-groupe parabolique P’ € P(M’), que
'on note F.

Soit 7" € C[Irr(G’)»,]*", posons m = transfert(n’). Soient M € £, ., et P € P(M).
Notons 7p le module de Jacquet normalisé de 7 relatif & P et ©,, . la restriction

de Or, a Men(F).
Prorosrrion. — Sous ces hypothéses, on a les égalités
@ﬂp = Z ‘WG, (M/)|71 Z Indu]‘}/{l(j(M/))(wfl e} transfert(@wb ))’
M'€LT, Grer wewC/wM w(P)
, w(M)eJ(M")
@ﬂ'p|e11 = Z ‘WG'(M/)|_1 Z w o transfert(@ﬂ;/ \ell)~
WEET o wew e an
Ji(M)=M
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Démonstration. La premiére égalité est une autre formulation de [14, Th.5.6].
Déduisons-en la seconde. Considérons une représentation induite intervenant dans
le membre de droite de la premiere. S’il s’agit d’'une induite propre, la restriction de
son caractére & My (F) est nulle. Ces induites disparaissent et la sommation en w se
limite aux w tels que w=(j(M’)) = M. Mais M et j(M’) appartiennent tous deux
a notre ensemble de représentants £ ;, des classes de conjugaison de Levi. Ils sont
conjugués si et seulement s’ils sont égaux. La somme en w est donc vide si j(M') # M.
Si j(M') = M, elle devient une somme sur les w € W& /WM tels que w(M) = M,
c’est-a-dire w € WY (M). Enfin, si j(M') = M et w € WE(M), puisque M’ est
une donnée endoscopique elliptique de M, un élément de M'(F') qui se transfére en
un élément de Men(F') appartient lui-méme & M/, (F). Autrement dit, on a dans ce
cas (w™to transfert(@wgy el = wlo transfert(@ﬂ;/ lei1). On obtient alors la

w(P) w(P)
deuxiéme égalité de 1’énoncé. O
8.5. L’ESPACE Deysp(G) ET LE TRANSFERT
Proposition. — On suppose (Hyp),,4,(G) satisfaite. Soient d € Deusp(G) et, pour
tout G' € &(Q), soit A5 € Deuspr, (G4)%. Supposons que DC[d] coincide avec
Yaree) transfert(DY1[dS']) sur Gen(F). Alors

DY[d] = Z transfert(D%1 [dS]).

G'ee (@)

Démonstration. — Soit G' € &(G). Des injections naturelles Z(G) — Z(G') — Z(G})
se déduisent des homomorphismes
(1) NG 5 NG N,

Pour v € N, on définit la composante d” de d comme dans le paragraphe précédent.
On définit & comme le produit des composantes d& " sur les v/ € N1 qui s’en-
voient sur v par la suite ci-dessus. La famille ((dG,)Gleg(G), d) satisfait a I’hypothéese
ou la conclusion de la proposition si et seulement si chaque famille ((dG,’V)G/eg(G), d)
les satisfait. On peut donc fixer v € N et supposer d € Deyusp(G)Y. Notons X l'en-
semble des restrictions & Ag(F). de caractéres modérément ramifiés de Ag(F). Pour
G’ € &(G), cet ensemble s’identifie & celui des restrictions & Ag: (F). de caractéres
modérément ramifiés de A, (F') qui coincident avec A\ sur Ag; (F)NC1(F) :a & € X,
on associe d’abord l'image réciproque de § par la surjection Ag, (F). — Ag(F)c,
puis le produit EG/ de ce caracteére par la restriction de (7 a Ag/1 (F)c. Ainsi, comme
dans le paragraphe 8.3, on associe a d, resp. dG', des composantes d¢, resp. dgccl,, pour
£ € X. La famille ((dGl)Gfeg(G), d) satisfait & ’hypothése ou la conclusion de la pro-
position si et seulement si chaque famille ((dEGG/, Jaree(), de) y satisfait. On peut fixer
& € X et supposer que d = d¢ et dG' = dgcc;, pour tout G’. Prolongeons £ en un

caractére unitaire de Ag(F), qui s’identifie comme ci-dessus pour tout G’ & un carac-
tere G de Agy (F) dont la restriction & Agr (F') N C1(F) coincide avec la restriction
de A1. On construit un élément d € Deysp e(G) comme en 8.3 et de facon similaire
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des éléments d% € Dy, e (G1). La famille (d)gree(q), d) satisfait & hypo-
these ou la conclusion de la proposition si et seulement si la famille ((dG/)G/E e d)
y satisfait. En résumé, on peut fixer un caractére unitaire ¢ de Ag(F'), qui déter-
mine pour tout G’ un tel caractére €& de Agy (F), et supposer d € Deuspe(G) et
d% e D eusp.r, e (G1) pour tout G

A ce point, on peut simplifier le probléme en se ramenant au cas ot une unique
donnée G’ intervient. Pour cela, on introduit la représentation 7 € C[Ell(G)g] telle
que Az cusp = d. On utilise la décomposition (1) de 7.2 et on écrit conformément
T=3 cece @) G- On sait que mg satisfait aux les mémes propriétés que m d’apres
la proposition 7.2. On note dgr = Acusp(mgr). On a d = Y o dgr. On voit que
si ((dGl)G/eg(G),d) satisfait & ’hypothese de 1'énoncé, alors, pour tout G’ € &(G),
DS[dg] coincide sur Gey(F) avec transfert(DE1[d%']). Tnversement, si D¢[dg/] =
transfert(D%1[d%']) pour tout G’, la conclusion de I’énoncé est satisfaite. Cela nous
ramene au cas ou la famille (dG/)Gfeg(G) a au plus une composante non nulle. On
note désormais G’ I'indice de cette composante et on note (d’,d) € Deusp,a,:¢/ (G1) x
Deusp,e(G) le couple auquel se réduisent les données de départ.

On introduit la représentation m € (C[Ell(G)g} telle que Ar cusp = d et la représen-

tation 7/ € C[EI(GY)Y, ¢]°* telle que A% — ' Alors, d’aprés 6.3 (1), ©, coincide

7/ ,cusp
aveC Ofranstert(r) SUr les elliptiques. D’apres [3, Th.6.2], 7 = transfert(n’). Soient

M e L,;, et P € P(M). D’apres 6.3 (1) appliqué en remplacant G par M, la deuxiéme

~min
égalité de la proposition 8.4 nous dit que DM[A%;,msp] coincide sur M (F') avec
(3) Z W (M| Z w™! o transfert(DM [Ai\f;/ cusp))-
M’GLGI wGWG(M) w(P)

“~min,G-rel
J(M")=M
Remarquons que, pour M’ et w intervenant ci-dessus, on peut transformer la don-
née endoscopique M’ de M en une donnée w~!(M'). Le terme que I'on somme
peut se récrire transfert(D® A1) @@ (MD]) pour un élément convenable ¥ (M) ¢
Deusp,w-1(a) (W HM])). Cest-a-dire que la somme (3) est de la méme forme que celle
qui intervient dans 1’énoncé de la proposition. Supposons M # G. En raisonnant par
récurrence, on suppose notre proposition prouvée pour M. Alors DM [A%} ,Cusp] est
égal a (3). Pour un couple (7,7) € G 1oo(F) X Greg(F) d’éléments qui se corres-
pondent, = est compact mod Z(G) si et seulement si z} est compact mod Z(G}) :
cela parce que Z(G)(F') est un sous-groupe cocompact de Z(G')(F). Restreindre
DMIAY, sp] & M(F) N Geomp(F) équivaut a restreindre chaque terme de (3) indexé
par M’ a M{(F) N G} comp(F). Aprés restriction a M(F) N Geomp(F), on sait que
le terme AM ne dépend plus de P. Il en est de méme des termes intervenant

Tp,cusp

dans (3). On obtient que DM[AM ] est égal a

7 pr,cusp,G-comp

S WEAT Y o transfert (DY A
M’Gég;n,cfml wewsan M

J(M)=M

,cusp7G’1—c0mp])'
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Induisons & G. Evidemment, I'induction est insensible & la torsion par un élément
de W¢. Les w disparaissent de la formule et la somme en w est remplacée par la mul-
tiplication par |[W&(M)|. D’autre part, I'induction commute au transfert. On obtient

(4) DAL

WM,cusp,G-comp]

= S W) WO (M) transfert (DA

T 7cusp,G'l—compD'

MLl

~min,G-rel

J(M)=M
On utilise 1’égalité 6.3 (2) qui peut se récrire

D] = OnGonp(ry — > [WEM)|IDE[AM

ﬂM,CuSp,G—COmp]’
Meémin
M+#G

Ol Or|@eom, (F) €8t la restriction de ©r & Geomp(F). En utilisant (4), on obtient

G G’ - Gy AMI
D [d]:(‘)ﬂ‘ccomp(p)—z Z |[WE (M)~ transfert(D I[Aﬂ';vl[,,cusp,G’l—comp])
MEL,in M e—rcn;n,c-rel
J(M")=M
el - G AM
= OnlGmp(r) = Y (W) transfert(DH AL (L o comp))-
M,eéri;n,G—rcl
M'£G’

On peut remplacer I'ensemble de sommation @%EG_M par @g;n : pour un Levi non
relevant, le terme que I'on somme est nul. En utilisant de nouveau 6.3 (2) cette fois
dans G, on obtient

DO[d) = OiGpm, () + transfert(DHd'] = Omicy . ()-

1,comp
On a déja dit que, gridce & Arthur, on avait 7 = transfert(n’) donc les termes
O |Geomp (F) €b tlransfelrt(@ww/1 Cmp(p)) disparaissent. D’ou

DC[d] = transfert(D%1[d']),

ce qu’il fallait démontrer. O
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